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高斯近似法下 LDPC 码 tanh 法则优化近似新方法 

郑  贺①    胡捍英①    周华莹② 

①(信息工程大学通信工程系  郑州  450002) 
②(西南电子电信技术研究所  成都  610041) 

摘  要  该文利用高斯近似法，提出一种基于最小均方误差(MMSE)准则的 tanh 法则优化近似新方法。提出反对

称分布与同构广义对称分布新概念，推导出同构广义对称分布条件下若干重要结论，并给出 tanh 法则最优近似式

的计算实现方法。加性高斯白噪声(AWGN)信道下，对一系列(3,6)规则低密度校验(LDPC)码的实验仿真显示，与

传统 Hagenauer 近似法相比，该最优近似方法在不明显增加译码复杂度前提下，对 LDPC 码译码性能够带来一定

改善。 
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New Approach to Optimal Approximation of Tanh Rule for 
 LDPC Codes under the Gaussian Approximation 
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①(Dept. of Communications Engineering, Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China) 
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Abstract  In this paper, a new approach is presented for optimizing the approximation of tanh rule based on Minimum 
Mean Square Error (MMSE) criterion under the Gaussian approximation. New concepts of anti-symmetric distribution 
and isomorphic generalized symmetric distribution are introduced. Under the isomorphic generalized symmetric 
distribution, several useful conclusions are drawn, by which a practical method for computing the optimal approximation 
is also presented. In comparison with the conventional approximation presented by Hagenauer, simulation results for 
several (3,6) regular Low-Density Parity-Check (LDPC) codes on the Additive White Gaussian Noise (AWGN) channel 
show that the approach can improve the decoding performance with a little increase in decoding complexity. 
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1  引言 

Gallager提出的低密度校验(LDPC)码[1]是一类特殊的线

性分组码，此类码的构造与译码可以由其稀疏校验矩阵对应

的二分图(亦称为Tanner图[2])进行描述。在LDPC码的二分图

上，存在两种不同类型的节点，称为变量节点与校验节点。

二分图的每个变量节点相应于稀疏矩阵的每一列，每个校验

节点相应于稀疏矩阵的每一行。根据二分图上变量节点与校

验节点的度分布特点，通常可将LDPC码划分为[3,4]规则码与

非规则码两种。规则LDPC码是指所有相同类型的节点均具

有相同的度，即每个变量节点连接的校验节点个数皆相同，

同时每个校验节点连接的变量节点个数也是相同的；非规则

LDPC码则按照一定的分布规则来设定每个变量节点与检验

节点的度。 
Tanh法则[5-7]在LDPC码译码中有着广泛的应用。由于

tanh法则含有复杂的指数、对数运算，为便于实现，在实际

应用中需对该法则进行简化近似。tanh法则的最简近似方法
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是由Hagenauer给出的[5,8]，这里称其为Hagenauer近似法。众

所周知，以tanh法则为核心运算的LDPC码迭代译码算法称

为置信传播(Belief-Propagation，BP)[9]，或和积(Sum-Product，
SP)[7]算法。相应地，以Hagenauer近似法为核心运算的译码

算法则称为UMP BP-Based[10,11]，或Min-Sum算法。通过修正

Hagenauer 近似 法 ， Chen 和 Fossorier 提 出 了 Normalized 
BP-Based[10,11]和Offset BP-Based [11]两类改进算法，并取得了

较好的仿真性能。但是， tanh法则在某种准则下的最优化

近似问题，目前研究的不多。 
本文利用高斯近似法，提出一种基于最小均方误差

(MMSE)准则的 tanh 法则最优近似方法，并给出相应的设计

实现过程。加性高斯白噪声(AWGN)信道下，对(3,6)规则

LDPC 码进行实验仿真，并与标准 tanh 法则及其传统

Hagenauer 近似法进行译码性能比较。 

2  LDPC 码的和积译码算法  

LDPC码的译码是基于二分图进行的，对于基于图的

LDPC码译码算法而言，tanh法则是其使用的基本数学工具

之一。以LDPC码和积译码算法[7]为例，图上每个校验节点
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在对来自所有相连变量节点的对数似然比(LLR)信息进行处

理时，即遵循此法则[6,7]。具体地，考虑 规则LDPC

码情况，其中 与 分别为变量节点与校验节点的

度。与文献[7]中的符号使用一致，在不指定某个节点的情况

下，记变量节点的输出消息为 ，校验节点的输出消息为 。

依据和积译码算法，变量节点的输出消息表示为 

( ,v cd d )

)−

2vd ≥ 2cd ≥

v u

1

0
1

vd

i
i

v u u
−

=

= + ∑                     (1) 

其中 为除接收消息 v 的校验节点外，其

余 个与该变量节点相连校验节点输入的LLR值； 为

该变量节点在信道输出端的LLR观测值。相应地，校验节点

的输出消息，则满足如下tanh法则

iu ( 1,2, , 1vi d= L

1vd − 0u

[7]： 
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其中， jv ( )1,2, , 1cj d= L − 为除接收消息 u 的变量节点外，

其余 个与该校验节点相连变量节点输入的 LLR 值。这

里需要声明的是，本文所提及的 tanh 法则均指其等价定义

式，即文中给出的式(2)。 

1cd −

3  Tanh 法则的优化近似 

由式 (2) 可见， tanh 法则中含有复杂的 ( )tanh ⋅ 及

( )1tanh− ⋅  函数运算，本质上讲就是指数与对数运算，因此，

在实际应用中需对该法则进行简化近似。本节即研究 Tanh
法则的最优化近似问题。由于式(2)右端可以写成符号与模之

积，即 

( )
1 1
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sgn 2tanh tanh
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且式(3)的符号项无需近似，故tanh法则的近似问题实际上就

是式(3)模的近似问题。一般地，tanh法则的Hagenauer近似

式表示为[5,8]

( )
1

1,2, , 11
sgn min

c

c

d

j jj dj
u v
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= −=
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可见，校验节点输出近似消息的模为 1 2 1, , ,
cdv v v −L 中的最 

小值，即
1,2, , 1
min

c
jj d

u v
= −

≈
L

。 

事实上，该近似方法不是最优的，通常会带来一定的译

码性能损失。这里提出一种基于 MMSE 准则的模最优近似 
方法。为表示方便，记 min 1,2, , 1

min
c

jj d
v

= −
=

L
v ，则一种实现简

单的最优模近似式为 ( ){ }optminmax ,0u v≈ − Δ (该式与文 

献[11]中 Offset BP-Based 算法的校验节点计算式表示相同，

但对于 取值的确定方式本文与文献[11]则大不相同)。相

应地，式(3)中 的最优近似式为 
optΔ

u

( ) ({
1

optmin
1

sgn max ,0
cd

j
j

u v v
−

=
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其 中 optΔ 为 M M S E 准 则 下 使 目 标 误 差 函 数 

( 2

min( )E u v )⎡ ⎤− − Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
最小的 取值。容易证明，当Δ optΔ =  

min ] [E v E u⎡ ⎤−⎣ ⎦ 时，该目标函数值最小。事实上，若 

jv ( 1,2, , 1cj d= −L )为相互统计独立且具有相同概率分布

的随机变量，则在不同分布条件下求得的 值一般是不同

的。以下着重讨论在高斯近似法

optΔ
[7]下，如何计算 optΔ 值。 

在高斯近似法下，假定 为独立同分布的高

斯随机变量。进一步，若其概率密度函数满足对称分布条 
1 2 1, , ,

cdv v v −L

件[3,7]，则只需用均值即可刻画其密度函数。 

定义 1[7]   对于均值为 μ ，方差为 2σ 的高斯随机变量，

若其概率密度函数 ( )f x 满足： ( ) ( )xf x e f x= − ，即
2 2σ μ= ，则称该高斯变量服从对称分布。 

相对于上述对称分布定义，本文提出关于反对称分布的

概念，并将对称分布与反对称分布合称为广义对称分布。 

定义 2   对于均值为 μ% ，方差为 2σ% 的高斯随机变量，

若其概率密度函数 ( )f x% 满足： ( ) ( )xf x e f x−= −% % ，即
2 2σ μ= −% % ，则称该高斯变量服从反对称分布。 

类似地，反对称分布高斯随机变量的概率密度函数亦只

需用均值即可描述。特别地，对于包含对称与反对称两种分

布的广义对称分布而言，若定义 1 及定义 2 中的 μ 与 μ% 满

足条件： μ μ= −% ，则称该广义对称分布为关于 μ 的同构广

义对称分布。在此条件下，对称分布与反对称分布高斯随机

变量的概率密度函数可分别简化为 

( ) ( ) ( ) ( )2 2(4 ) (4 )1 1,
4 4

x xf x e f x eμ μ μ

πμ πμ
− − − += =% μ  

为描述方便，引入函数 ，其中( ) ( )d
x

Q x q t t
∞

= ∫
( )

2 21
2

tq t e
π

−= 。此时，二者的概率密度函数可进一步表

示为 
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f x
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+
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在二进制移相键控(BPSK)调制( { }0 1,1 1→+ →− )AWGN

信道下，记噪声方差为 2
nσ ，发送符号为 ，信道输出

为 r 。在先验等概条件下，符号 的后验 LLR 值可表示为 

1c = ±

c

( ) { }
{ } 2

Pr 1| 2| ln
Pr 1| n

c r
L c r r

c r σ
= +

= =
= −

 

容易证明：在 1c = + 条件下，高斯随机变量 ( )L |c r 服

从均值为 2
n2 σ 的对称分布；在 1条件下，c = − ( )L |c r 服从

均值为 2
n2 σ− 的反对称分布。因此，随机变量 ( )L |c r 服从

关于 2
n2 σ 的同构广义对称分布。 

定理 1  若 jv ( 1j ≥ )为高斯随机变量，且满足关于 μ 的

同构广义对称分布条件，即 ( )~ ,2jv N μ μ 或 ( )~ ,2jv N μ μ− ，

则 jv 的概率密度函数为 
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证 明   根 据概 率 分 布 函 数 的 定 义 ， 有 ( )G x =  

{ }Pr jv x≤ 。若 ，则显然有0x ≤ ( ) 0G x = 。因此，以下只
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因此， 时，0x ≤ jv 的概率密度函数为 g(x)=0； 时， 0x >
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d 2 2 2
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类似地，在此同构广义对称分布条件下，对于反对称分

布可以得到相同的结论。                       证毕 

推论 1 若 jv ( 1j ≥ )为服从关于 μ 的同构广义对称分布

的高斯随机变量，则 jv 的数学期望为 
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证明  由 ( )djE v x g x
∞

−∞
⎡ ⎤ = ⋅⎣ ⎦ ∫ x ，并利用定理 1 的结论

即可得证。                                   证毕 

定理2 若 为相互统计独立且具有相同关于1 2 1, , ,
cdv v v −L
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望为 
2

min

0

1
2 2 2

d
2 2

cd

cd x xE v x Q Q

x xq q x

μ μ
μ μ μ

μ μ
μ μ

∞ −
⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎡ ⎤ = ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −
⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⌠
⎮
⎮
⌡

⎤

 

证明  利用分布函数的定义，可得 min 1,2, , 1
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c
jj d
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=
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的分布函数为 
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故 minv 的概率密度函数为 
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因此，由 ( )min dE v x h x
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−∞
⎡ ⎤ = ⋅⎣ ⎦ ∫ x ，结论显然得证。 
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证明  当 1z < 时，有 
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由 ( )-1tanh z ( ( )1,1z ∈ − )的定义式，可将其展成级数形式 
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故根据式(3)及上述级数展开式，可得 
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再由定理 1，进一步可得 
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∞ +

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ + −⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⌠
⎮
⌡

⌠
⎮
⌡ 2

x x

x
μ

 

综合上述结果，结论显然得证。               证毕 
显然，在高斯近似法下， 与同构广义对称分布的参

数

optΔ

μ 密切相关。如果已知 μ ，则依据定理 2 与定理 3 的结

论，就能够计算出相应的 optΔ 值，从而得到 MMSE 准则下

最优的 tanh 法则近似表示式。在实际应用中，可以通过造

表的方法获得一组 μ 与 optΔ 的对应数值，计算时查表即可。

显然，这里如何准确地估计出 μ 值，成为一个非常关键的问

题。关于这个问题，定理 1 和推论 1 给出了很好的解答。 
在同构广义对称分布条件下，无论高斯随机变量服从

对称分布还是反对称分布，其绝对值变量均服从定理 1 给出 
的同一分布。因此，推论 1 给出的期望值估计值 ˆ vm ，可用 

1

1ˆ
n

jv
j

m v
n =

= ∑ ( 为码长)来计算。得到估计值n ˆ vm 以后，再根

据推论 1，只要解方程 

42ˆ 1 2
2vm e Q

μ μμ
πμ

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

即可求出 μ 值。事实上，该方程是一个关于 μ 的超越方程，

与 ˆ vm  没有闭式解。同样，在实际应用中，可以构造一个 μ
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的数值对应表，查表计算即可。同时，还应注意到 

42 μ− =lim 0e
μ πμ→∞

， lim 0
2

Q
μ

μ⎛ ⎞
→∞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。因此，当 μ 取值很大

时，

 

ˆ vmμ ≈ ，这将有助于减小造表的复杂度。事实上，利

真 

假定迭代译码过程中所有变量节点消息

均近

用得到的数值对应表，还可以通过数据拟合或分段数据拟合

的方法得出近似拟合多项式，并依据该多项式进行相应的数

值计算。 

4  实验仿

基于以上讨论，

似服从同构广义对称分布。在此前提下，利用提出的近

似 tanh(proposed approx. tanh)法则最优化设计方法，对

AWGN信道下码率为 0.5，码长分别为 34n = ， 1000n = ，

4000n = 及 8000n = 的 ( )3,6 规则LDPC 译 仿

标准 anh)法则及其Hagenauer近似法

(hagenauer approx. tanh)进行性能比较。 34n = 与 1000n

码进行 码性能

真，并与 tanh(standard t
= 的

LDPC码稀疏校验矩阵构造使用了Wei提 方法 方

法适用于构造短码长LDPC码，以使获得的校验矩阵二分图

具有较大的围长(Girth，即二分图中的最小环长)，本文将该

方法与随机匹配法相结合，得到了二分图围长为 6，码长分

别为 34n = 与 1000n = 的 ( )3,6 规则LDPC码； 4000n

供的 [12]，该

= 与

8000n = (3, LDP 稀疏校验矩阵，采用的是

在文 9]中按类随机构造方法获得的矩阵。这里值

得一提的是，文献[12]中找到的围长为 6 的 ( )3,6 规则LDPC
码，其最小码长为 38n = ，而 38n

的 )6 规则

献[
C码

MacKay 

< 的此类码在该文献中没

有被发现。相比之下 文在稀 验矩阵的构造过程中，

找到了围长为 6 的 34n = 及 36n
，本 疏校

= 短码长 ( )3,6 规则LDPC
码。 

利用推论 1，可以得到 μ 对 ˆ vm 的关系曲线，如图 1 所

示。在该图中，当 ˆ0 1vm≤ ≤ 时( 图 1 中的放大曲线)，0 见 μ
与 ˆ vm 之间是非线性 以通过分段数据拟合或查表法

来计算相应的

关系，可

μ 值。本文采用后一种方法，根据该曲线构造

出 ˆ0 10vm≤ ≤ 步长为， ˆ 0.05vmΔ = 的 μ 与 ˆ vm 数值对应表。

当 ˆ 10vm > 时，μ 与 ˆ vm 关系，故可用明显呈线性 ˆ vmμ ≈ 来

近似 μ 值。 由定理同时， 2及定理3，可得到 minE v⎡⎣ ⎤⎦ ，E u⎡ ⎤⎣ ⎦
及 optΔ 对 μ 的关系曲线，如图 2 所示。当 0 30μ≤ 利

的 对

≤ 时，

用得到 optΔ μ 曲线(如图 2 中的放大曲线所示

步长为 0.25μΔ = 应表；为简化造表复杂度，根据

图 2， 30

)，构造出

的数值对

μ > 时，取 t 0.1≈ 。 opΔ

 
及 

对

     图 1 参数 μ 对 ˆ
vm 曲线           图 2 [ ]min

E v , [ ]E u  

optΔ μ 曲线 
Fig.1 Curves of μ vs. ˆ

vm           Fig.2 Curves of [ ]min
v ,  E

[ ]E u and optΔ vs. μ  
基于 LDPC 码的迭代译码，并利用 tanh 近 ，

本文

及其 似法则

分别对AWGN信道下这几组 ( )3,6 规则LDPC码进行了

实验仿真，最大迭代译码次数均设 100 次，仿真性能曲

线如图 3 至图 6 所示。在迭代译码中，变量节点的输出消息

用式(1)来计算，standard tanh、Hagenauer approx. tanh 以及

proposed approx. tanh 法则分别用式(3)，式(4)和式(5)来计算

校验节点的输出消息。在迭代译码过程中，proposed approx. 

tanh 法则需对变量节点输出消息的绝对值均值进行估计并

使用前面构造的两组数值对应表来查表计算相应的 opt

定为

Δ 值。 

 
图 3 n=34 的(3, 6)规则           图 4 n=1000 的(3, 6)规则

Fi f 

     c  

 
LDPC 码 BER 性能                LDPC 码 BER 性能 
g.3 BER performance of          Fig.4 BER performance o
(3,6) regular LDPC                 (3,6) regular LDPC 
ode with length n=34             code with length n=1000

 
图 5 n=4000 的(3, 6)规则       图 6 n=8000 的(3, 6)规则 

Fi f 

co  

由 sed 
appr

LDPC 码 BER 性能            LDPC 码 BER 性能 
g.5 BER performance of      Fig.6 BER performance o
(3,6) regular LDPC             (3,6) regular LDPC 
de with length n=4000        code with length n=8000

仿真结果可见，就误比特率(BER)性能而言，propo
ox. tanh 法则优于 Hagenauer approx. tanh 法则，而次于

standard tanh 法则。具体地，当 LDPC 码的码长较短时(如
34n = )，由于 standard tanh 法则与 Hagenauer approx. tanh

译码性能基本接近(如图 3 所示)，故 proposed approx. 
tanh 法则在译码性能上带来的改善不甚明显；当码长较长

时，如图 4 至图 6 所示，译码性能的改善就表现得很明显。

例如，译码 4BER 10

法则的

−= 至 610− 时，对于码率为 0.5，码长为

1000n = 的 ( )3,6 规则 LDPC 码，proposed approx. tanh 法则
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所需 0 agenauer approx. tanh 法则改善了约 0.2dB；

4n = ，

bE N 较 H
000 时 0bE N 改善了约 0.4dB； 8000n = 时， 0

0.45dB 见，随着 的增 Hag
Approx. Ta 相比，proposed approx. tanh 法则在译码性

能上的改善增益就越大。而且，从计算复杂度上讲，proposed 
approx. tanh 法则较之仅多了计算绝对值均值，两次查表及

与 optΔ 做实数减运算。 

5 束语 

bE N
改善了约 。可 enauer 

提出一种基于MMSE准则的 tanh

法则
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