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多小波分形调制理论及其性能分析 

阎晓红    张太镒    陈  希    武林俊 
(西安交通大学电子与信息工程学院  西安  710049) 

摘  要  该文提出正交多小波分形调制理论，计算了理论功率谱密度和二进数据下的误码率。多小波分形调制在

各尺度能够提供更多的子频带，为更多用户服务，具有更高的频带利用率。仿真了其在加性高斯信道、Rayleigh

信道和多径信道下的误码率，并利用多小波周期自相关函数分析了系统抗多径干扰能力，更进一步，根据多小波

周期自相关函数的过零点数对多小波函数进行正交时移重叠，提高了系统数据速率。 
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Fractal Modulation with Multiwavelets and Its Performance 

Yan Xiao-hong    Zhang Tai-yi    Chen Xi    Wu Lin-jun  

(School of Electronics and Information Engineering, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China) 

Abstract  Fractal modulation based on multiwavelet is proposed and its power density spectrum is calculated and also its 

bit error ratio under binary data is calculated. Multiwavelet fractal modulation provides more sub-bands and holds more 

users at each scale and has much higher band efficiency than that with single wavelet. The bit error rate under additive 

white Gaussian noise channel, Rayleigh channel and multi-path channel is simulated. The system’s anti-multi-path fading 

ability is analyzed by the periodic auto-correlation function of multiwavelets and wavelets. According to the number of the 

zero point of the periodic auto-correlation function, the capacity can be improved by orthogonal shift and overlapping in 

time domain.    
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1  引言 

Wornell 和 Oppenheim [1,2]利用二进自相似信号的特点，

在分形信号单小波模型的基础上提出了分形调制，文献[3]

进一步系统讨论了单小波分形调制解调系统。我们曾经提出

了分形信号的多小波模型[4,5]，在此基础上，本文进一步提出

多小波分形调制理论。 
单小波分形调制由有限几个尺度信号构成近似分形信

号，但各尺度只能提供一个频带，为一路用户服务。多小波

分形调制同样由有限几个尺度构成近似分形信号，但更接近

分形信号，解调时能更好地实现谱匹配，且多小波在各尺度

具有 个正交基，将该尺度频带划为 个正交子频带，供 路

用户服务。多小波的正交性、短支撑、对称性、高逼近阶使

得用户数增加的同时，有可能不增加系统带宽。仿真表明，

若合理选用多小波，甚至有可能进一步降低系统带宽。另外，

多小波周期自相关函数较单小波周期自相关函数过零点数

增多，抗多径干扰能力增强，更进一步，若根据周期自相关

r r r
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函数过零点数对多小波进行正交时移重叠，可进一步提高系

统码率。 

2  多小波分形调制 

2.1 多小波分形信号模型 

若 是 重正交多小波，则T
1( ) [ ( ), , ( )]rt t tψ ψ=ψ r { , ( )m n tψ  

}/ 2
,

2 (2 )m m
m Z n Z

t n
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= −ψ 是 2 ( )L R 的一组规范正交基， 

2( ) ( )f t L R∈ 可表示为         

T
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(2 )dmt k t⋅ −ψ 。表明一个模拟信号 ( )f t 和一个二元矢量序列

{ } 2 2
, ,

( )m n m n Z
l Z

∈
∈x 存在一一对应关系，可以用二元矢量序

列{ } 2 2
, ,

( )m n m n Z
l Z

∈
∈x 重建随机过程 ( )f t 。文献[4]证明了当

为一簇互不相关的零均值的白噪

声矢量时，即可用式(1)完全模拟分形信号。若取尺度 有限，

T
, 1, , 2, , , ,[ , , , ]j k j k j k r j kx x x=x

m
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作为 ( )f t 的近似来表示分形信号。 

2.2 多小波分形调制 

对给定的正交多小波基 ，满足

，这里 和 n 分别指尺度和时移。

有 
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由 于 分 形 信 号 ( )x t 满 足 ( ) 2 (2 )kH kx t x−= t
m
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， 因 此

，这里/ 2
, 0,n

2 12 H γβ += = 。若用 个用户的发送

数 据 向 量 q 代 替  

，这样 
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若令 ，则   H H H H T / 2
1, 2, , ,[ , , , ] m

n n n r n m
m

θ θ θ β −= = ∑θ ψ

T H H
,

1
( ) [ ] ( ) [ ] ( )

r

n i
n n i

x t n t q n θ
=

= =∑ ∑∑q θ t         (6) 

 T H
1 2[ ] [ [ ], [ ], , [ ]] ,rn q n q n q n x=

ψ
q θn=

i m n

         (7) 

在尺度 的频带内，产生的用于发送的信号为 m
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这里 是 m 尺度用户 i 在时刻 n 数据符号。假定数据在

尺度 具有 长的持续时间，多小波扩展因子 的范围

为 ，可得分形调制输出信号 
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多小波是带通滤波器，故 ( )s t 是“近似基带”信号。经载波 cω

调制后的发送信号为 

0
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本文提出的多小波分形调制的理想时-频特性如图 1 所示。分 

 
图 1  多小波分形调制 

Fig.1 Time-frequency portrait of multiwavelet fractal modulation 

形调制方案如图 2 所示。 

若多小波支撑为 [0, ]M ，且满足[6]
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− =∫ ψ ψ I ∈             (11) 

故作为载波的多小波函数经整数时移后可重叠 M 次，使得

数据速率提高为原来的 M 倍。 

 

图 2  多小波分形调制解调系统 

Fig.2  The modulation and demodulation system  
of multiwavelet fractal modulation 

2.3 功率谱密度 

 ( )ms t 的自相关函数 
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假设数据符号广义平稳，具有均值 ,d iμ 和自相关函数  
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( , )
m ms s t tφ τ+ 具有周期 2m

mT = ， ( )ms t 的均值也具有周期 ，

因此

mT

( )ms t 为循环平稳过程。对式(13)在整个周期上进行积分

得到平均自相关函数 
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若发送的每一路数据都是零均值、互不相关，具有方差 
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分形调制信号 ( )s t 平均功率谱密度是各尺度功率谱密度之

和，即 
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( )s t 为近似基带信号，若用 ( )s t 调制载波频率 cω ，得到的带

通信号功率谱为 

1( ) [ ( ) ( )]
2SS ss c ss cΦ ω Φ ω ω Φ ω ω= − + − −          (20) 

2.4  误码率 

为计算上面载波发送的分形调制信号的误码率，同样先

考虑单尺度 下的误码率。对二进制情形，限定数据符号m

{ }, ,i m nq 传送的值为 。 1±
若将产生的分形调制信号 ( )s t 调制到载波 2c cfω π= ，发
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在尺度 对 进行一个周期的积分，得到检测器统计
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布的随机变量，因此各尺度、各路信号的误码率都是一样的， 
即 
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与二进移相键控(BPSK)的误码率一样。 

3  性能和仿真 

分别仿真了基于多小波和单小波的分形调制系统。使用

支撑长度 3、重数 的CL32r = [7]、JQT1 和JQT2[8]多小波，其

中JQT2 是经过时-频优化设计的多小波。采用同样支撑长度

单小波dB2。选择调制尺度数 4UM = ，在尺度

分别具有采样点数 768，384，192，96。仿真的多小波分形

调制在每一尺度传输数据速率为单小波分形调制的 2 倍。谱

匹配对分形调制的解调至关重要

0, 1, 2, 3m = − − −

[2]，对于信道中的加性高斯

噪声，分形调制对应的 ，即幅度因子1/ 2H = − 1β = ，本文

的仿真中 。 1/ 2H = −

    仿真的两种分形调制的频谱图和带外功率衰落如图

3(a)，图(b)3 所示。计算得第一旁瓣功率及两种分形调制在

归一化频率下 90%和 99%功率带宽 和 如表 1。可以

得到：(1)多小波分形调制 在主瓣中，能更好地抑制旁瓣

功率。(2) 仿真的多小波分形调制在各尺度数据速率是单小

波分形调制的 2 倍，但其 小于单小波分形调制 的 2

倍。且多小波分形调制的 小于单小波分形调制的 ，

即在用户数增加的同时，多小波分形调制所需带宽反而减

少。若分别使用 CL3，JQT1 和 JQT2，则系统带宽 分别

只有 dB2 的单小波分形调制系统的 91.5%，90.2%和 84.7%，

分别节省 8.5%，9.8%和 15.3%的带宽。可见，多小波分形调 

0.90B 0.99B

0.90B

0.90B 0.90B

0.99B 0.99B

0.99B

 

图 3  (a)多小波分形调制功率谱密度 

(b)多小波分形调制带外功率谱密度 

Fig.3  (a) The power spectra of multiwavelet fractal modulation 

(b) The out-band power spectra 

表１ 频谱性能比较 
Table 1  The spectra property 

分形调

制载波 
第一旁瓣

功率(dB) 
90%功率带

宽  0.90B
99%功率带

宽  0.99B
用户数 

dB2 − 16.1 0.0345 0.0995 1 

CL3 − 19.5 0.0637 0.0910 2 

JQT1 − 22.2 0.0640 0.0897 2 

JQT2 − 23.8 0.0631 0.0843 2 

制增加用户数的同时，在旁瓣抑制和频带利用率方面比单小

波分形调制具有更好的效果，这正是多小波自身优点带来

的。 
3.1  频谱图和频带利用率 
3.2  高斯信道和 Rayleigh 信道下的性能 

多小波分形调制所有用户在其尺度的误码率相同，如图 
4 为多小波 CL3 分形调制(尺度 0)的两个用户和单小波 dB2 

分形调制(尺度 0)的用户在加性高斯信道和 Rayleigh 信道下

的仿真误码率和理论误码率。 

    

图 4 (a)高斯信道下的误码率    (b) Rayleigh 信道下的误码率 

Fig.4(a)Performances in AWGN  (b) Performances in Rayleigh channel 

3.3  多径信道下的性能 
为分析两种分形调制在多径信道的性能，求得 CL3，

JQT1，JQT2 和 dB2 的周期自相关函数如图 5 所示。由于支

撑长度均为 3，且均与其整数时移正交，即周期自相关函数

至少有两个过零点( 1t = 和 2t = )。然而由图 5 可知， dB2
有过零点 4 个，CL3-1，JQT1-1，JQT2-1 有 8 个，CL3-2，
JQT1-2，JQT3-2有10个，且CL3，JQT1，JQT2在中心为 1.5t =

的小区间内近似正交，说明函数和其自身时移到该点或该区

间时正交或近似正交。理论分析得到：(1)多径时延落入周期

自相关函数过零点或近似正交区间，多径干扰可以完全消除

或减小很多。CL3，JQT1，JQT2 的周期自相关函数过零点

个数比 dB2 多，信号多径时延落入过零点或近似正交区间的

可能性增大，抗多径干扰能力增强。(2)多小波周期自相关函

数过零点增多，根据过零点数作正交时移重叠，可获得比单

小波分形调制高的传输速率，重叠次数为过零点个数。(3)
多小波各子函数的周期自相关函数过零点数不同、位置不完

全相同，使用不同子函数的用户抗多径干扰能力不同。(4)
多小波 CL3，JQT1，JQT2 的周期自相关函数基本相同，具

有相同的抗多径干扰能力，但 JQT1 和 JQT2 具有更高的频

带利用率。 

 
图 5  多小波周期自相关函数图 

Fig.5 The period auto-correlation function of multiwavelet 
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为比较多小波分形调制和单小波分形调制在多径信道

下的性能，仿真了二者在 SUI-5，SUI-6 信道下的性能。分形

调制是多尺度调制，各尺度数据速率不同，带宽不同，在多

径信道中的表现不同。若仿真中每个采样对应 0.5 μ ，则信

码在尺度 0，− 1，− 2，− 3 的持续时间分别为 384 μ ，192 ，

96 ，48 μ 。理论上，信码持续时间越长，受多径干扰影

响越小。多小波分形调制和单小波分形调制在 SUI-5和 SUI-6
中的性能如图 6 所示，可以看到：(1)在尺度 0， 1 受多径

影响 小，在尺度 2，− 3 受影响 大。基本符合信码持续

时间越长，受多径干扰影响越小的规律。但在 SUI-6 的某些

尺度如 3， 2 误码率优于或接近尺度 1 的误码率。 (2)
在这两个信道中，CL3-1 用户误码率几乎在所有尺度低于使

用单小波 dB2 的分形调制，但 CL3-2 用户的性能要差一些，

因此，在同样的信道条件下，不同子函数抗多径干扰能力不

同，某些子函数具有更强的抗多径干扰能力。(3)使用 CL3，
JQT1 和 JQT2 作分形调制，在多径信道中性能接近，如图

6(c) ，但 JQT1 和 JQT2 更节省频带。以上结论均可由周期

自相关函数得到解释。 

s
s μs

μs s

−

−

− − −

 

 

图 6 (a)分形调制性能(SUI-5 信道) (b)分形调制性能(SUI-6 信道) 

(c) CL3-1 和 JQT1-1 在 SUI-5 信道中的性能 
Fig.6(a) Performances in SUI-5  (b) Performances in SUI-6 

(c) Performances of CL3-1 and JQT-1 in SUI-5 

4  结束语 

理论分析和仿真表明：(1)多小波分形调制在每一尺度有

个子频带，能同时为 路用户服务。多小波同时具备短支

撑、对称性、高逼近阶和消失矩性能，使得多小波分形调制

具有更高的频带利用率，用户增加后并不增加频带宽度，若 

r r

 

合理选择多小波基函数，还可以减少频带宽度。(2)多小波支

撑为 [0, ]M ，通过整数时移和波形重叠，可以提高传输速率

M 倍。进一步，可根据多小波子函数周期自相关函数过零

点个数，进行波形时移和重叠，再一次提高传输速率。(3)
在多径信道中，若多径时延在多小波周期自相关函数的过零

点处或近似正交区间时，多径干扰可以消除或减小很多；多

小波周期自相关函数过零点个数多于单小波，多径时延落入

过零点的可能性增大，抗多径干扰能力增强；多小波基函数

中不同子函数的周期自相关函数的过零点个数和位置不同，

抗多径干扰能力不同；不同多小波，若其周期自相关函数过

零点个数和位置相同，则在多径信道中性能相同，但有的多

小波可以降低频带宽度，如 JQT1 和 JQT2。(4)根据文献[4]，
多小波分形调制合成的近似分形信号较单小波分形调制信

号更接近分形信号，在解调时能更好地完成谱匹配，性能会

更好。 
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