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环F2+uF2上线性码及其对偶码的二元象 
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摘  要  利用环 上线性码 的生成矩阵给出了码 的对偶码2F uF+ 2 C C C⊥ 及其 Gray 象 的生成矩阵，证明了环

上线性码及其对偶码的 Gray 象仍是对偶码，并由此给出了一个环

( )CΦ

2F uF+ 2 22F uF+ 上线性码为自对偶码的充要条

件。 
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Abstract  Based on the generator matrix of linear codes  over C 2F uF2+ , the generator matrixes of the dual codes 
 and the Gray images  of the linear codes C  are given, and the proposition that linear codes  are the 

dual codes of  are showed. By using this proposition, the necessary and sufficient condition of a linear code over 
 which is self-dual is obtained. 

C⊥ ( )CΦ ( )CΦ ⊥

( )CΦ

2F uF+ 2
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1  引言 

近年来，很多从事编码理论研究的学者将研究兴趣从有

限域上编码理论转移到有限环上编码理论的研究上来[1-7]，特

别是 环上码的研究也日趋完善4Z [1,7]。研究 4Z 线性码的一个

重点内容就是通过Gray映射将 4Z 环上线性码与域 上的一

些好码联系起来

2F
[1]，但 4Z 环上Gray映射的一个遗憾之处是

4Z 环上线性码在Gray映射下对应的象(本文中均简称为Gray

象)不一定是二元线性码，而在含 4 个元素的环中，域 上

虽然有类似于

4F

4Z 环上的Gray映射，且其上线性码的Gray象

仍是二元线性码，但由其并不能得到二元好码，此时一种介

4于 Z 环与域 4F 之间的四元环 22R F uF= + (其特征描述如第

2 节)被人们作为感兴趣的字母表加以引入，在文献[4-6]中，

人们发现其上线性码的Gray象仍是二元线性码，而且作者们

通过对该环上循环码及其自对偶码以及其Gray象的研究而

得到一些好的二元线性码，并进一步发现其上循环码的解码

也容易实现，因而对该环上线性码作进一步的研究是一件十

分有意义的工作。 

在文献[7]中，我们知道 4Z 环上线性码及其对偶码的

Gray象不一定是对偶码，而在环R上情形就不一样了，本文
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资助课题 

通过对环 R 上线性码与对偶码以及它们的Gray象的生成矩

阵的研究，证明了环 上线性码及其对偶码的Gray象仍是域

F

R

2上的对偶码。 

2  环 R 上线性码及其对偶码的生成矩阵 

关于环 本身的结构在文献[4-6]中均有详细描述，它是

指剩余类环

R
2

2[ ] ( )F u u ，其元素分别记为{0,1, ,1 }u u+ ，若将

视为u 4Z 环上元素 2，1 u+ 视为元素 3，则其乘法与 4Z 环

上乘法一致；若将 视为域u }{ 2
4 0,1, , 1F β β= = β+ 中元素

β ，1 u+ 视为 2β ，则其加法与域 的加法一致，因而它分

享了

4F

4Z 环与域 的一些良好性质，是介于4F 4Z 环与域 之

间的一类四元素环。 
4F

环 R 上的线性码C 是指 -模R nR 的一加法子模。 

若 ，定义1 2 1 2( , , , ), ( , , , ) n
n nX x x x Y y y y R∀ = = ∈L L X 与

的内积为 Y

1 1 2 2 n nX Y x y x y x y• = + + +L         (1) 

如果 0X Y• = ，则称 X 与 正交。 Y

设C 是环 上长为 的线性码，令 R n

{ }0,nC X R X Y Y C⊥
•= ∈ = ∀ ∈         (2) 

则容易证明C⊥ 也是环 上长为 的线性码，称之为线性码

的对偶码。若环 R 上线性码 满足 ⊥ ，则称C 为环

R 上的自正交码；进一步若 ⊥ ，则称C 为环 R 上的自

对偶码。

R n

C C C C⊆

=

 

C C
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设 均是环 上长为 的线性码，若 通过坐标置

换，必要时将码元 1 与1 互换，能得到码 ，则称

为环 上等价的线性码。 

1 2,C C R n 1C

u+ 2C 1 2C C与

R

引理 1[6]  上非零线性码 都等价于一个由 R C
1

2
0
k

ku u
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

I A B
⎟⎟I D

                  (3) 

所生成的线性码，其中 A， D 为域 上矩阵， 为环 R 上

矩阵。此时也称码C 的生成矩阵为式(3)，显然，码C 中共

包含 个码字。 

2F B

1 24 2k k

证明  对码长 用数学归纳法。分两种不同情形: n

(1) C 中有一个含码元 1 或码元1 的码字 ，则经过坐

标 变 换 ( 必 要 时 将 1 或

u+ c

1 u+ 互 换 ) 可 设 该 码 字 为

,令2(1, , , )nc c c= L { }2(0, , , )nC x x′ = L C∈ ,显然 也是一线

性码，且通过删除第 1 个坐标可将之看成一长为

C′

1n − 的线性

码，由归纳假设知 的生成矩阵为 C′

                  1

2

1 1 10
0 0

k

ku u
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

I A B
I D

其中 , 1A D 为域 上矩阵， 为环 上矩阵。则C 有生成

矩阵为 
2F 1B R

1 1 2 1 21

1

2

2 1 1

1 1 1

1

0

0 0

k k k k k k n

k

k

c c c c c c

u u

+ + + +

−

⎛ ⎞
⎟⎜

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

I A B

I D

L L L

 

将该矩阵的后 行的一个适当线性组合加到第 1 行

可得： 
1 2 1k k+ −

1

2
0
k

ku u
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

I A B
I D

 

其中 A，D 为域 上矩阵， 为环 上矩阵，即此时C 有

形如式(3)的生矩阵。 
2F B R

(2) 中所有码字均不含码元 1 与码元 1 ，则因

,故 中一定有一个含码元 的码字 ,则经过坐标

变换可设该码字为 。 

C u+

{0 }nC ≠ C u c

2( , , , )nc u uc uc= L

类似地定义 { }2(0, , , )nC ux ux′ = L C∈ ，则通过删除第一

个坐标也可将之看成一长为 的线性码，由归纳假设知

的生成矩阵为 (
1n −

C ′ )1 10
2ku u−I D ,其中 1D 为域 上矩阵。 2F

则C 有生成矩阵为 

2 2

2

2 1

1 10
k k n

k

u uc uc uc uc

u u
+

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠I D

L L
 

将该矩阵的后 行的一个适当线性组合加到第一行可

得：

2 1k −

( )2ku uI D ,  其中 D 为域 上矩阵。此即为式(3)中当

时的情形。综上所述，无论何种情形，C 的生成矩阵

均为式(3)。                                   证毕 

2F

1 0k =

定理 1  若 为引理 1 所设的线性码，则其对偶码CC ⊥

的生成矩阵为 

1

2

T T T T
2

T 0
n k k

ku u
− −⎛ ⎞+

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B D A D I

A I
            (4) 

且C⊥ 共包含 个码字。 1 2 24 2n k k k− −

证明  设 为 上的由式(4)所生成的线性码，则有1C R

1C C ⊥⊆ ； ，将式(4)中前1 2( , , , )nc c c c C ⊥∀ = ∈L 1 2n k k− − 行

的一个适当线性组合加到 上，则可得到 中的一个码字c C⊥

1 1 1 21 1( , , , , , ,0, ,0)k k k kc c c c c+ +′ = L L L ，且又因 c 与式(3)中后

行正交，故 只能取 0 或 ，将式(4)中后 行的

一个适当线性组合加到 上，则可得 中的码字

′ 2k

1 1 21, ,k k kc c+ +L

c′

u 2k

C⊥

11( , , ,0, ,0)kc c c′′ = L L ，因 c′′ 与式 (3)中前 行正交，故1k

11 0kc c= = =L ，因此 1c C∈ ，即 ，综上所述，即有1C C⊥ ⊆

1C C⊥ = 。                                     证毕 

由引理 1 与定理 1，我们即可得到： 

推论 1  任一长度为 的环 上的自对偶码恰好包含

个码字。 

n R

2n

3  环 R 上线性码及其对偶码的 Gray 象 

对于环 上任一元素R λ ，均可表示为 ( ) ( )r uqλ λ λ= + ，

其中 2( ), ( )r q Fλ λ ∈ ，则可定义从 到R 2
2F 的 Gray 映射：

( ) ( ( ), ( ) ( ))q q rΦ λ λ λ λ= + ，若令 ( ) ( ) ( )s q rλ λ λ= + ，则有

( ) ( ( ), ( ))q sΦ λ λ λ= 。 

可自然延伸至 nR 上向量 X 及 上的矩阵R M 的 Gray 映

射 ， 即 若 设 1 2( , , , )nX x x x R= ∈L ， 其 中 ,i i ix r uq= +  

，定义1,2, ,i n= L 1 2( ) ( , , , )nr X r r r= L ， ，

则有 。 
1 2( ) ( , , , )nq X q q q= L

( ) ( ( ), ( ) ( ))X q X q X r XΦ = +

若设 上的矩阵R ( )ij m na ×=M ，其中 ，定义ij ij ija r uq= +

( ) ( )ijr r=M ， ( ) ( )ijq q=M ，则有 R 上的矩阵 M 的 Gray 映

射： ，若设 ,

则

( ) ( ( ), ( ) ( ))q q r MΦ = +M M M ( ) ( ) ( )s r q= +M M M

( ) ( ( ), ( ))q sΦ =M M M 。 

引理 2[4]  若C 为 上的线性码，则 为域 上的

线性码。 

R ( )CΦ 2F

定理 2  若 为 上长为 的线性码，其生成矩阵如式

(3)所示，则 的生成矩阵为 

C R n

( )CΦ

1 1

2 2

1

( ) ( )

0 0

0 0 ( ) ( )

k k

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

I A r B I A r B

I D I D

q B I A s B
k

k

          (5) 

即 为域 上的( )CΦ 2F 1 2[2 ,2 ]n k k+ 线性码。 

证明  由引理 2 知， 为域 上长为 2 的线性码，

而 是 上矩阵 

( )CΦ 2F n
( )CΦ R

1

1

1

2

(1 ) (1 ) (1 )

0

k

k

k

k

u u u

u u u

u u

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

I A B

I A B

I A

I D

B
 

的行向量的 Gray 象所生成的，因 ，A D 均是域 上矩阵，

为 上矩阵， 则由上面 上的矩阵的 Gray 映射定义，

2F

B R R
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类似于文献[7]中证明 4Z 环上线性码 的 Gray 象 (当

为线性码时)的生成矩阵的方法可证得 的生成矩

阵为式(5)。                                  证毕 

C ( )CΦ

( )CΦ ( )CΦ

定理 3  设 为 上长为 的线性码，C 为其对偶码，

则 与 也为域 上的对偶码。 

C R n ⊥

( )CΦ ( )CΦ ⊥
2F

证明  由引理 2 知 与 均为域 上的线性

码，若记 的对偶码为 ，下证 ：

， ，则因 C 与 C

( )CΦ ( )CΦ ⊥
2F

( )CΦ ( ( ))CΦ ⊥ ( ) ( ( ))C CΦ Φ⊥ ⊥=

1 1 1c r uq C∀ = + ∈ 2 2 2c r uq C ⊥= + ∈ ⊥ 互为对

偶 码 ， 故 即 有 ， 故

，又因为 Gray 映射

为双射，故有 。 

1 2 0c c• = 1 2 1 2 2r 10, 0r r r q q• • •= + =

1 2 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( , ) ( , ) 0c c q q r q q rΦ Φ• = + ⋅ + =

Φ ( ) ( ( ))C CΦ Φ⊥ ⊥⊆

另一方面，由定理 2 知， 为域 上的( )CΦ 2F 1 2[2 ,2 ]n k k+

线性码，故 ( ( 为域 上的 线性码，

故

))CΦ ⊥
2F 1 2[2 ,2 2 ]n n k k− −

1 22 2( ( ) ) 2 n k kCΦ − −⊥ = ，由于 Φ 为双射，故 ( )CΦ ⊥ =  
1 22 22 n k kC − −⊥ = ,即有 ( ) ( ( ))C CΦ Φ⊥ ⊥= 。 

综上即有 。               证毕 ( ) ( ( ))C CΦ Φ⊥ = ⊥

推论 2  码C 为 上自对偶码当且仅当 为域 上

自对偶码。 

R ( )CΦ 2F

证明  设 为 上码 的对偶码，则由定理 3 知

为 的对偶码，由于

C⊥ R C

( )CΦ ⊥ ( )CΦ Φ 为双射，故由自对偶码的

定义知该命题成立。                            证毕 

定理 4 生成矩阵为式(3)的线性码C 为 上自对偶码的

充要条件是如下条件同时满足： 

R

(1) ； 1 22k k n+ =

(2)矩阵 的各行重量与矩阵 对应的行重量之和皆

为奇数； 

A ( )r B

(3)矩阵 的各行向量彼此正交，且该

矩阵的各行向量与矩阵 
1

( ( ) ( ))kq B I A s B

1

2

( ) ( )

0
k

k

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

r B I A r B

D I
⎟⎟D

 

的各行向量正交。 

证明  由定理 2 知， 为域 上的( )CΦ 2F 1 2[2 ,2 ]n k k+ 线

性码，由文献[8]知： 为域 上自对偶码的充要条件是：

，且 的生成矩阵式(5)的各行重量皆为偶数

及各行向量彼此正交，而由式(5)的特点知当且仅当满足本定

理中(1)、(2)、(3)时， 为域 上自对偶码，再由推论 

( )CΦ 2F

1 22k k n+ = ( )CΦ

( )CΦ 2F

 

 

 

 

 

 

 

 

知本定理成立。                                 证毕 

类似该定理证明方法，我们也可得到如下定理： 

定理5 (1)生成矩阵为
2

( ku u )I D (即当 =0时)的线性码

一定是自正交码； 
1k

C

(2)生成矩阵为
2

( ku u )I D 的线性码 C 是自对偶码的充

要条件是 2n k= ，其中 是指码长。 n

证明   (1)若线性码 的生成矩阵为C
2

( )ku uI D ，则

的生成矩阵( )CΦ
2

( )
2k kI D I D 。故 为域 上自

正交码，则由于

( )CΦ 2F

Φ 为双射，故码C 是 上的自正交码。 R

(2)由(1)及定理 4 显然可得。                  证毕 

4  结束语 

有限环上的编码理论的研究是近年来人们很感兴趣的

一个热点问题，对其的研究可以对域上编码有更清楚的认

识。而环 2F uF2+ 由于自身特殊的结构，对其上线性码的更

多研究必将极大地丰富环上的编码理论的发展。 
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