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基于核鉴别共同矢量的小样本脸像鉴别方法 
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摘  要  人脸识别中通常存在小样本问题，使得基于 Fisher 线性鉴别分析的特征抽取方法存在病态奇异问题。近

年来针对此问题提出了不同的解决方法，其中基于共同鉴别矢量(DCV)的方法成功克服了已有各种方法存在的缺

点，有较好的数值稳定性和较低的计算复杂度。该文将 DCV 方法推广到非线性领域，将两次 Gram-Schmidt 正交

化过程，转化为只需计算两个核矩阵和进行一次 Cholesky 分解完成，且得到的非线性 Fisher 鉴别矢量有标准正交

的性质。实验验证了所得 KDCV 方法的识别性能优于 DCV 方法。 
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Abstract  Face recognition tasks always encounter Small Sample Size (SSS) problem, which leads to the ill-posed 
problem in Fisher Linear Discriminant Analysis (FLDA). The Discriminative Common Vector (DCV) successfully 
overcomes this problem for FLDA. In this paper, the DCV is extended to nonlinear case, by performing the Gram-Schmidt 
orthogonalization twice in feature space, which involving computing two kernel matrices and performing a Cholesky 
decomposition of a kernel matrix. The experimental results demonstrate that the proposed KDCV achieve better 
performance than the DCV method. 
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1  引言  

人脸识别中通常存在小样本问题，导致求解Fisher线性

鉴别分析(FLDA)的广义特征方程存在病态奇异问题。对此问

题近年来提出了不同的解决方法，如PCA+LDA方法[1]首先利

用主分量分析将人脸图像样本降维，使降维后的类内散度阵

非奇异，再进行通常的FLDA。DLDA方法[2]则首先将人脸样

本投影到类间散度阵的秩空间，然后求解 佳鉴别矢量使类

内散度 小。文献[3]证明了 佳鉴别矢量应位于类内散度阵

的零空间中。PCA+零空间方法[4]首先将所有样本映射到总散

度阵的秩空间中，然后再进行零空间方法。然而这些方法均

存在各自的问题，例如PCA+LDA和DLDA方法会丢失有较强

鉴别力的鉴别矢量；零空间方法计算零空间投影阵的计算复

杂度较大；当总样本数较多时，PCA+零空间方法首先用PCA
降维也存在计算量较大的问题。 

文献[5]新近提出的鉴别共同矢量(DCV)方法成功克服

了上述各种方法存在的缺点，计算量小且数值稳定。其基本

思想仍在类内散度阵的零空间中求解鉴别矢量，但整个计算

过程分两步进行：首先在每类人脸中任选一个样本投影到类

内散度阵的零空间中得到该类别的共同矢量，然后利用共同
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矢量 优化类间散度得到 佳 Fisher 鉴别矢量，并提出了两

种计算方法。DCV 算法 1 需要两次求解特征方程，计算量大

且数值不稳定，难以得到较好的识别率，为此 DCV 算法 2
利用两次 Gram-Schmidt 正交化过程代替两次求解特征方程，

数值稳定性较好且计算复杂度较小。 
为抽取鉴别力更强的非线性 Fisher 鉴别特征，本文将

DCV 算法推广为基于核的 DCV(KDCV)方法。然而由于 DCV
算法是通过 Gram-Schmidt 正交化过程迭代计算 佳线性鉴

别矢量，而核方法中的非线性映射未知，因此无法在特征空

间直接进行 Gram-Schmidt 正交化过程。为此，本文首先利

用样本数据矩阵在特征空间的 QR 分解，建立特征空间中样

本和其正交化后基矢量的关系。然后将 DCV 算法中需要进

行两次 Gram-Schmidt 正交化的过程，转化为只需计算两个

核矩阵和对核矩阵进行一次 Cholesky 分解来完成。得到的

KDCV 方法无需求解特征方程，因此数值稳定性较好且计算

复杂度也较低。此外所得非线性鉴别矢量还具有标准正交的

性质，使得非线性鉴别矢量间的冗余度 小，使所有的非线

性鉴别特征均得到了有效利用。 

2  鉴别共同矢量方法简要回顾 

设有C 个类别，每类 个样本，总样本数为N M CN= ，
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佳鉴别矢量应位于 wS 的零空间中，因此 DCV 方法在

wS 的零空间中求解 佳鉴别矢量，由其构成 佳变换阵

大化类间散度，其 优化准则为 optW

T T
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DCV 方法首先将样本映射到 wS 的零空间，然后在 wS 的

零空间 大化类间散度得到 Fisher 佳鉴别矢量。可证明第

类的任意一个样本矢量 映射到i i
mx wS 的零空间后均为相同

矢量 (共同矢量)，其独立于任选的样本，这样第二阶段

在

com
ix

wS 的零空间求解鉴别矢量的计算复杂度仅和类别数有

关。DCV 算法 1 在第一阶段首先计算 wS 的非零特征值对应

的特征矢量 kβ ，由其构成投影阵将样本投影到 wS 的零空间

中得到每个类别的共同矢量 
T

com
i i

m= −x x QQ xi
m                 (5) 

其中 1 2[ , , , ]M C−=Q β β βL 。然后在第二阶段求解由共同矢量

构成的散度阵 comS 的非零特征值对应的特征矢量 ，由其

构成 佳变换阵

kw
T

opt 1 1[ , , ]C−=W w wL 。在每类中任选一个样本

，利用 佳变化阵将其变换到低维空间得到第 类的特征

矢量 

i
mx i

T
opt

i
i m=Ω W x ， ，      (6) 1,2, ,i C= L 1,2, ,m = L N

并对待识别样本 计算特征矢量 testx

                               (7) T
test opt test=Ω W x

识别阶段利用 近距离分类准则，将待识别样本 归

入类别 中 
testx

c

testmin ii
c = −Ω Ω               (8) 1,2, ,i = L C

1

DCV 算法 1 在两个阶段均需要求解特征方程，计算量大

且数值很不稳定，难以获得较好的识别性能。为此在文献[6]

所得结论的基础上，DCV 算法 2 将两次求解特征方程的问题

转化为只需进行两次 Gram-Schmidt 正交化过程，较大增强

了数值稳定性。DCV 算法 2 的具体推导过程见文献[5]，现

将其计算过程总结如下：  

( 1 ) 由样本构造子空间 1 1
1 1{ , , ,C NB B B −= + + = b bL L  

2
1 , , }C

N −b bL 1 k k += −b x x，其中 i ， 。 1 1
i i 1, , 1k N= −L

(2)对 进行 Gram-Schmidt 正交化得到标准正交的矢量i
kb

1, , M C−β βL 。 

(3)由式(5)在第 i 类中任选一个样本 投影到i
mx wS 的零

空间得到第 类的共同矢量 。 i com
ix

(4)计算矢量 ， ，并对其

进行 Gram-Schmidt 正交化得到矢量 ，由其构成 佳变换

阵

1 1
com com com
k k += −b x x 1,2, , 1k C= L −

kw
T

opt 1 1[ , , ]C−=W w wL 。 

(5)由式(6)和式(7)得到第 类的特征矢量i iΩ 和待识别样

本 的特征矢量testx testΩ 。 

(6)由式(8)计算 testΩ 和 iΩ ( )的 小距离对待

识别样本分类。 

1,2, ,i = L C

3  特征空间中的 Gram-Schmidt 正交化过程 

核方法利用一非线性映射 将原始图像样本 映射

到特征空间

( )Φ x x

F 中，在 F 中进行通常的线性分析得到在输入

空间的非线性算法。 F 中的内积运算可用核函数 ( , )k x y 完

成， ( , ) ( ), ( )k Φ Φ=<x >y x y 。本文使用常用的多项式核函数

。Gram-Schmidt 正交化过程计算每个正

交矢量均需要预先知道前面的各个正交矢量，而核方法中的

非线性映射函数未知，因此无法在特征空间直接进行

Gram-Schmidt 正交化。这是推导 KDCV 方法面临的主要困

难，为此本节首先得到特征空间中 Gram-Schmidt 正交化过

程的表达形式。 

T( , ) ( 1)dk = +x y x y

设 映 射 到 特 征 空 间 后 的 样 本 数 据 矩 阵 为

，第一个基矢量标准化后为 1[ ( ), , ( )]nΦ Φ Φ=X x xL

1 1( ) / ( )Φ Φ=q x x1                 (9) 

根据Gram-Schmidt正交化过程[7,8]，为得到第 个标准正

交的基矢量 ，第 个矢量

i

iq i ( )ixΦ 应减去其在前 1i − 个基矢量
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其中 1 1 1[ , , ]i i− −=Q q qL ，矩阵 为T
1 1( )i i− −−I Q Q 1, , i 1−q qL 张成空

间的正交补空间的投影阵。 
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其中 ] ， ， n i1 1[ , ] [ , ,i i i i−= =Q Q q q qL 1[ , , ]n=Q q qL −0 为所有

元素均为 0 的 1( )n i− × 矢量。 

将式(12)写为矩阵形式得到 

Φ =X QR                  (13) 
其中 R为上三角矩阵，其第 i 列为 
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1[ , , ]i=Q q qL 的列矢量标准正交，R为上三角矩阵，因
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此式(13)即为特征空间中样本矩阵 的 QR 分解。  ΦX
由于有 ，利用式(13)计算核矩阵 得到 T =Q Q I K

T T T
Φ Φ= = =K X X R Q QR R RT             (14) 

其中核矩阵 可由核函数计算得到 。对相互

独立的人脸图像样本，核矩阵 为对称正定阵，

K ( ) ( , )ij i jk=K x x

K R 为上三

角阵，因此根据Cholesky分解定理 [8]，式 (14)就是 的

Cholesky分解，对 进行Cholesky分解就可得到上三角阵

K

K

R 。 为满秩阵，由Cholesky分解得到的K R 可逆，因此由

式(13)得到 
1

Φ
− =X R Q                  (15) 

由式(13)和式(15)可看出，对非线性映射到特征空间中的

样本 进行 Gram-Schmidt 正交化过程计算标

准正交矢量 ，等价于对 进行 QR 分解， 的各

列即为需要计算的标准正交矢量，因此式(13)和式(15)建立起

了特征空间中样本和标准正交基之间的关系。 

1( ), , ( )nΦ Φx xL

1, , nq qL ΦX Q

4  核鉴别共同矢量 

基于上述所得特征空间中的 Gram-Schmidt 正交化过程，

本节将DCV算法2推广为非线性领域。设特征空间中和DCV

算法 2 中子空间 B 对应的矩阵为  

，其中 。对应DCV

算法 2 的第 2 步，设 的秩空间的标准正交基矢量构成矩

阵

1 1
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BQ 的各列，则由式(13)和式(15)得到 

B BΦ =B Q R  和 1
B BΦ
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对应 DCV 算法 2 的第 3 步，在特征空间每类任选一个

样本投影到 的秩空间的正交补空间，得到共同矢量 ΦB
T
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com( iΦ x 独立于每类所选样本，本文选每类中的第一个样本，

即 。将式(16)代入式(17)得到共同矢量为 1m =
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其中为简化，定义 
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由 构成矩阵 ，对应

DCV 算法 2 的第 4 步，对 进行 Gram-Schmidt 正交化

首先需要计算核矩阵 ，其第 行第 列元

素计算为 
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其中 T
i jg g , T

i Φg B , 可由核函数计算，T
jΦB g T

B Φ Φ=K B B 和

已在式(18)和式(22)得到。 1 1(k k += −h u u )

为实现DCV算法 2的第 4步，需要对 进行Cholesky

分解获得上三角阵
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设特征空间中的鉴别矢量为 ( )，由其构

成非线性 佳变换阵
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由于非线性映射未知，特征空间中的 佳变换阵 ΦW 不
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其中 。 由下式计算出 ( )T
com 1( )i

i
Φ Φ=p B x ip

T T T T
com 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )j i i

i j j j ΦΦ Φ Φ Φ= = −p b x g x h B ,     

1,2, ,i C= L ,          (28) 1, , 1j C= L −

1 1 1 1( ) ( , ) ( , )i j i i
j k kΦ += −其中 T 1 1

1g x x x x x T
1( )i

ΦΦB x

x

( ) ( ) ( )T T TT 1 1
test ( ) ( )Φ Φ

Φ Φ Φ− −= = =Ω W x R B x R p
1 1 T T

ext 1 test test( ) ( , ) ( , ) ( ),j
j jk k ΦΦ+= − −p x x x x h B x 1,i

和 可由核函数

计算得到。待识别样本 的特征矢量为 test

test com com test com test (29) 

其中 test 1 t =  

, 2, ,CL 1, , 1j C= −L ，由核函数计算出。 

分类阶段，将待识别样本归入 和 的 小距离对

应的类别 c 中 
test
ΦΩ i

ΦΩ

testmin ,ii
c Φ Φ= −Ω Ω            (30) 1,2, ,i = L C

由此得到了 KDCV 方法。由于 KDCV 方法本质上是在

特征空间用 Gram-Schmidt 正交化过程得到非线性鉴别矢量

iΦw ，因此 佳变换阵 ΦW 的列矢量 具有标准正交的性

质，此性质可用式(25)和式(26)得到验证 
iΦw
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这说明得到的非线性鉴别矢量之间的冗余度 小，所得

非线性鉴别特征之间的冗余度也 小，使所有的非线性鉴别

特征均得到了 有效的利用。文献[9]加上鉴别矢量标准正交

的约束条件，得到了计算标准正交 Fisher 线性鉴别矢量的迭

代算法，因此本文的方法也可看作是对文献[9]结论的非线性

推广。总结所得 KDCV 方法的计算步骤为：(1)由式(18)、式
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(19)和式(20)计算 BK ， 和 ；(2)由式(24)计算核矩

阵 ；(3)对 进行 Cholesky 分解得到上三角阵

iv
1

i B
−=u K vi

comK comK comR ；

(4)由式(28)和式(30)得到每个类的特征矢量 和待识别样

本的特征矢量 ；(5)由式(31)计算 小距离对待识别样本

分类。 

i
ΦΩ

test
ΦΩ

由于每类的特征矢量独立于类别中所选样本，对每个类

只需计算一个特征矢量，因此在识别阶段只需计算待识别样

本特征和每个类别特征的距离，计算复杂度只和类别数有

关，而和总样本数无关，因此降低了 KDCV 算法在识别阶段

的计算复杂度。 

5  实验结果与分析 

实验在 ORL 标准人脸数据库上进行。ORL 人脸库由 40

个人，每人 10 幅11 的灰度图像组成。其人脸表情和细

节均有不同程度的变化。为降低计算量，先对每幅人脸图像

进行 2 级小波变换，用低频分量作为原始图像，每幅图像缩

小为 。所有图像的像素值均归一化到[0 1]区间内，再

按列拉直成矢量，得到 644 维的高维矢量。 

2 92×

28 23×

实验将 40 个人共 400 幅图像随机分成两组，一组作为

训练样本，剩下的一组为测试样本，两组之间的样本没有重

叠。每类别所选样本数均相同。为消除单次选择样本的随机

性，每次实验均独立重复进行 20 次取平均识别率。实验均

用 近邻作为分类准则，并用欧氏距离作为距离测度。取不

同训练样本数和不同特征数，将本文的KDCV方法和DCV以

及KPCA+LDA方法[10]进行比较。文献[10]证明了KPCA+LDA
方法等价于KFDA方法，可得到非线性Fisher 佳鉴别特征。

每次实验中 3 种方法所得结果均是用相同训练样本和测试样

本得到，KDCV和KPCA+LDA方法使用 2 阶多项式核函数。

总类数为 40，因此 3 种方法 多可得 39 个鉴别特征。表 1
是 3 种方法的平均识别率，可看出在每类选不同训练样本数

时KDCV均明显优于KPCA+LDA方法，当每类训练样本数取

2 个以上时，KDCV方法优于DCV方法。由于KPCA+LDA方

法中的Fisher准则用总散度阵取代了类内散度阵，由文献[3]
知其所得非线性鉴别特征仅能 优化类内散度，而不能保证

优化类间散度，因此虽然DCV方法抽取的是线性特征，也

能获得优于KPCA+LDA方法所得非线性特征的识别性能。 
图 1 为 3 种方法在取不同 佳鉴别特征数时的平均识别 

率。每类选 5 个样本作为训练样本，剩下的 5 个作为测试样

本，独立重复实验 20 次取平均值，每次实验中 3 种方法所 
 
得结果均是用相同训练样本和测试样本得到。可看出取部分

的 佳特征时，KDCV 仍优于 DCV，且两种方法均优于

KPCA+LDA 方法。 

 
图 1 取不同 佳鉴别特征数时的平均识别率 

Fig.1 Average recognition rate with different  
optimal discriminant features 

为测试所得鉴别特征的鉴别能力，取 5 个类别，每类 5

个测试样本，图 2 为 3 种方法抽取测试样本的两个 佳鉴别

特征的散度图，可看出 KDCV 方法所得鉴别特征的类可分性

好，类间没有重叠，而 DCV 方法所得鉴别特征的两个类

间有部分重叠，且各类的类内散度大于 KDCV 方法，这说明

KDCV 可得到类可分性较好的非线性鉴别特征。KPCA+LDA

所得非线性鉴别特征仅能 优化类内散度，其特征的类间重

叠较大，类可分性较差。 

 

图 2  3 种方法抽取两个 佳鉴别特征的散度图 
Fig.2 Scatter figure of three methods with two optimal discriminant 

features 

6  结束语 

本文利用核方法将 DCV 方法推广到非线性领域。首先

建立特征空间中样本矢量和标准正交基矢量的关系，然后将

DCV 算法 2 中需要进行两次 Gram-Schmidt 正交化的过程，

转化为只需计算两个核矩阵和一次 Cholesky 分解。由于无需

计算特征方程，得到的 KDCV 方法有较好的计算稳定性和较

低的计算复杂度，且所得非线性鉴别矢量具有标准正交的性

质，这使所得非线性鉴别矢量间的冗余度 小，使所有鉴别

特征均能被有效利用。实验显示了所得 KDCV 方法的非线性

鉴别特征优于DCV方法的线性鉴别特征和KPCA+LDA方法

的非线性特征。 

表 1  平均识别率比较(%) 
Tab.1 Comparison of ave rage recognition rate (%) 

每类训练样本数 
方法 

2 3 4 5 6 7 8 9 

KPCA+LDA 79.13 86.93 89.85 93.05 93.31 94.29 96.19 96.75 
DCV 83.81 90.43 92.29 94.85 95.06 96.08 95.94 96.50 

KDCV 83.25 90.50 93.02 95.53 96.00 97.33 98.00 98.75 
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