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摘 要：线调频小波变换(CT)作为小波变换(wT)的一种推广，成了信号处理中的研究热点。该文推导出高斯线调 

频小波变换(GCT)的短时 Fourier变换(STFT)计算形式。并利用分数阶 Fourier变换和广义的时宽．带宽积来优化 GCT 

的参数。与 Wingner—rille分布(WVD)、短时 Fourier变换(STFT)进行比较分析。仿真结果表明优化的 GCT有很好的 

时频聚集性。 
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Gaussian Chirplet Transform and the Optimization of its Parameters 
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(Dept．ofCcontrol Science&Engineering,Huazhong University ofScience and Technology，Wuhan 430074，China) 
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Abstract The Chirplet Transform(CT)have being become one of the most popular field in signal processing．which is 

extend from the Wavelet Transform(WT)．This paper calculate the Gaussian Chirplet Transform(GCT)by the Short—Time 

Fourier Transform(STFT)．At the same time．its parameters is optimized by making use of FRFT and Generalized 

Time—Bandwidth Product(GTBP)．Compared with WVD and STFT,GCT has been show excellent performance for the 

time—frequency concentration． 

Key words Gaussian chirplet transform ， Short-time Fourier transform ，Generalized time·bandwidth product 

1 引言 

线调频小波变换源于 l9世纪 20年代光学研究Il1。近年 

来，作为小波变换的推广成了信号处理中的研究热点。变尺 

度 高 斯 线调 频 小波 变 换 (Ganssian Chiplet Trams form， 

GCT)[2,3]是时间．频率．尺度．频率倾斜变换四维空间的变换。 

而 GCT的参数的优化在时间．频率域难以实现。因此，我们 

推导出与 GCT等价的短时 Fourier变换(STFT)计算形式，提 

供 GCT的一种计算方法。并利用分数阶 Fourier变换和广义 

的时宽．带宽积来优化 GCT的参数。 

2 高斯线调频小波变换 

线调频小波是 “用一段基波对线调频振荡调制后得到的 

信号波”或 “一小段被窄窗函数抽取的线性调频波”。小波 

变换是二维的时间．尺度变换，而线调频小波变换具有五维的 

时间．频率．尺度．时间倾斜．频率倾斜变换特征。引入合成算子 

、 M ，
则合成算子与窗函数g(f)的时间平移、频率平移、 

2004．06-23收到，2005．03．10改回 

航天支撑技术基金资助课题 

时频拉伸、时间倾斜、频率倾斜的变换对应关系为 

 ̂
．
0．0．0、0g(，)=g(t—rc) 

M o
、 

-0-0．0g(f)=eJ2nfJg(，) 

M o
，

0、口、0．0g(f)=e-a／2gie’ (，一 )】 

．  

，2 

M o
,o,o,p,Og(f)=(一Jp) e g(t) 

，2 2 

M o
．O,O,O,qg(f)=e g(t) 

因此可得分析函数 
． M

(f) ， Mg(f)。利用分析函 

数和合成算子，STFT可写为 

STFT(t，厂)=< (“)，岛．，-0-0．0(“)> (2) 

小波变换可写成： 

WT(t， )=< (“)，g(u)> (3) 

将高斯调频小波加 以推广，得到高斯线调频小波： 

‰ 枷 exp『_孕(r-，c I 

．expj2丌l (卜rc)+ q(r_rc) l (4) I I 

http://www.cqvip.com


第 9期 尉 宇等：高斯线调频小波变换及参数优化 l399 

则高斯线调频 小波 变换 司定义为 

GCT(t，厂 < (“)，gl，，． ．0． (“)>=< —f．0．0．0．0(“)，go．，， ．0．口(“)> 

=  [一孚c 叫 
·

exp{— 2丌[厂c“—r +兰c“—r ]d“) 
唧  孚“ ] 

‘

expl 2丌( 十詈 )j ’ (5) 
由于它是利用高斯线调频小波包得到的变换，故称作高斯线 

调频小波变换。核函数 gl
，

， 0．口(f)可视为 3个核函数的综合； 

函数exp[一(2 ／2)“ ]相当于小波变换中的高斯小波核函 
数： >O是控制高斯信号的展形，尺度参数：是小波的相移， 

∈R为常数；相当于 Fourier变换：exp(j2~r(q／2)u )相当 

于解线调中的核函数。GCT可以表示成 STFT的形式计算： 

GCT(t，厂) 

=  加JI二 (“+r)exp一[2丌( “2+ 詈“ )]exp( 2丌 )d“ 
=e坤L s(“+恤。Pt(u)exp(-j2~fu)du 

i文罩 

=min TBP{xa )) (10) 0
<a<2 

因此参数 的选择应是调线调后信号的时宽．带宽积参 

数(GTBP)f 】如图 l(c)。这样，参数 的选择与q参数有关， 

且难以计算。而分数阶 Fourier变换提供了有力的手段。 

J (巧+曙) 

／ _／ ／ l t ．．．．．． I／  、＼I r、＼
、L — ／ J f 

(b) (c) 

图 1 

(a) 使用窗 g(f)的信号支撑由边长分别为( 十 )“ ， 

( + )“ 矩形区域(TBP)限定 

(b) 当信号支撑与 对应轴平行时的GTBP 

(C)旋转后的GTBP 

3 gout(“)分数阶Fourier域的实现及其性质 

g0 (“)可以用分数阶 Fourier变换来实现。下面来推导 

其实现形式。设 (t)在分数阶 的分数阶 Fourier变换 

为酬  

(“)= 【 (f)】=『二 (f，“ (t)dt 

脯 斯 

㈣ 

一 一exp(je／2)
sinO 

—
sin

—
e ](11) 则高斯线调频小波变换的谱分布形式为 一 √ l J 

SPECGcT(t，厂) lJ— (“+f)g0Pt )exp(一j2~rfu)d“l (7) 

这样将GCT四维空间参数的搜索转化为对 SFTF窗函数 

(“)的优化。g0pt(“)有两个重要的参数 、q。q参数 

控制解线调核函数的频率倾斜率。若信号在短时间可视为线 

调频信号，则 exp(j2~rqu )可实现对信号的解线调，从而提 

供信号良好的频域聚集性。参数 是尺度参数，其实质是使 

得信号 (f)+g(t)的时宽．带宽积(TBP)最小，为信号提供更佳 

时频聚集性。因此参数 的选择应为 

K (f，“)称为 FRFT的核函数。当旋转到如图 l(b)的 “域时 

LFM 信号得到解线调。计算此时 (“)的 TBP即为 GTBP。 

令分数阶域 。th高斯 窗为 g )=e-2 ，由式(9)和式(1O) 

有y 。／ 。 ， 。= 。对 g )进行 反旋转 

到时频域，有 

【 ㈣ ·： 。 

=鹕  m in TBP={( + ( + (8)
式中 

K = 

对高斯信号 · l／(4／r)，可得 

=压 ， ， (9) 
但在大都情况下 TBP不能满足信号的最小支撑如图 

l(a)。而广义的 TBP(GTBP)图 l(b)能满足信号的最小支撑， 

因此参数 的选择应为 

arg n
． 

GTBP
BeaO>1／(4~) 

)) r蚰
0’％ 0； 0’ 一 ～ 

(12) 

这时【 )】．对x(f)既具有最佳的GTBP,且有解线调 

的作用。令g0pt )=【 )】’=蟹 )，对应式(6)和式(12)， 

可设 

g=丽cot~o(y2-1)
， = (13) 

由上分析可知，具有 goot(u)优化窗的GCT对 LFM信号有很 
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好的时频聚集性。由于以 STFT的方式实现，因此对多分量 

信号没有交叉项。对多分量信号且调频斜率相同的信号具有 

良好的分辩率。但对多分量信号且调频斜率不同的信号具有 

“偏 向性”，即只对匹配的线调频信号具有很高的时频聚集 

性。下面简单进行分析。 

设有两个 LFM 信 号 (，)= (，)+x2(t)=eJ(A。 I 

+ ej‘ z 
， 当gopt( )与XI(，)匹配时的 GCT 的谱有两个 

信号项： 

4 参数的优化 

gopt( )两个重要的参数 ，q与 ’，， ( = 0-(n／2)) 

丰甘对应。参数’，使信号在 域(Ⅳ-v)具有最佳的TBP， 使 

线调频信号解线调。参数 和参数q是时间-频率域(t-t)与之 

“对应”的参数。从而使得 go。。( )既具有解线调的作用，又 

使信号变换具有最佳的 GTBP。在时间-频率域的 ， 定 

义为 

：’SP ECGCT c，，厂 ： 。． c厂一kl，一 。 c14 ：[[ ， ：[』 二 (，，厂)l ． 。。 (厂一，一 。) () ： 』 !二 ： 』 ! ： 对x2(t)，有 。。 。 0 0 ” 
SPECGcT(，，f)l 2 A 。。exp{一(厂一kl，一 。) ／ 。} (15) 

对与gopt )匹配的XI(f)，其时频谱分布为一冲激函数，有 

很好的时频聚集性。而其它信号由于谱不匹配而扩展。多分 

量 LFM 信号在不同的 有与之对应的最优 gopt( )窗将它 

解线调。且解线调后为时域的谐波函数，其频率为初始频率 

。 。 因此对多分量信号且调频斜率不同的信号可采用多窗 

来实现。最早 Thomson用多窗的方法进行谱估计【8】。后来用 

于时频分布中的窗和 自适应核设计 这里采用多分数阶域 

优化的gopt( )窗。分数阶域优化的gopt( )窗的 GCT对应的 

谱为 

SPECGcT(，，厂)=∑l[ +，)galopt( )exp(一j2~rfc州 (16 I I 

这里 是各分量 LFM信号优化窗 gopt( )对应的分数阶域， 

∈卜1，1]。 

l 

频率 

(c) (d) 

图2 两个 LFM信号的GC 信号调频率分别为 

【一0．5 0，5]~tff0，5 —0．5】 

(a)，(b)分别为 45。和 =135。的GCT某一时间切片： 

(c)为(a)、(b)的叠an；(d)为其自适应多窗GCT 

： 一  
[Jl l ] 

ll ， (17) 

同理可以计算 的 ， 。 

’，的选择依赖于 ，因此如何选择 这个参数成为关 

键。参数 控制解线调核函数的频率倾斜率。若信号在短 

时间可视为线调频信号，搜索与线调频信号匹配的 域可 

实现对信号的解线调。可以用能量聚集性判据来进行搜索。 

能量聚集性判据最早由Jones用来进行最优核设计。Jones[m】 

提出模的高次方之比三 >g)来评估时-频分布的聚集性， 

并发展为一大类聚集性判据。其基小思想是寻找一最佳窗使 

时频的每一点具有最小的时．频支撑。当窗完全与最小的时． 

频支撑匹配时能量最聚集。在分数阶 Fourier域，对于线性 

调频信号，通过选择合适的角度就可以得到一个冲击信号。 

其能量在 V轴的对应点聚集。因此可用分数阶 Fourier域的 

能量聚集性来进行搜索。聚集性准则定义为 

： (18) 

llX~(u)duI 

此定义近似于 “峰度 ”的定义，即判断信号的能量在 Fourier 

域上聚集性。很明显，能量聚集性判据在整个分数阶 Fourier 

域只有一个最大值点，即最小的时频支撑只有一个。当 轴 

与最小的时频支撑的中心线平行时取得最大值。假设噪声是 

白噪声，其能量均匀分布在整个时频面，从而能量聚集性检 

测对噪声不是很敏感，能有效地拟制噪声的影响。当信号为 

单一的 LFM 信号时，很明显能量聚集性判据十分有效如图 

3(a)。在多分量的情况下，若各分量能量相当，除一最大值 

点外，可形成一些局部极大值点如图 3(b)；当各分量能量不 

相当时，则只有一个最大值点，弱分量无法检测。主要原因 
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是聚集性准则要求在整个时．频域内具有很好的聚集性，这很 

难做到多分量检测。 

0域 

(a)单LFM信号的  ̂

1 

0 8 

0．6 

墨 
04 

O 2 

0域 

(b)~qLFM信 号的  ̂

． 

0 1 2 

0域 

(c)四LFM信号的  ̂

图3 (SAR 一2．2789dB，口=【121) 

为解决这个问题，Jones和 Parks提出了一种局域化聚集 

性准则。其思想是在时．频面上进行局部加时一频窗，在时． 

频窗内计算其聚集性，其具有优良的性能。但它是二维窗， 

要控制的参数太多，计算复杂。这里只需要对 FRFT切片进 

行局部加窗即可。为解决这个问题，这里提出一 自适应窗对 

)=l )l按最大值局部加权，其自适应窗函数定义为 

⋯ f (1+cos ]，r e[-㈤ 酬 
( )=———．=—一 + 

max( )) 

【19) 

A，B是控制窗函数频率的常数：max( (“))是 (“)的最大 

值。聚集性准则可重写为 

⋯  ， = 器 
@)实际上是控制窗长的自适应函数。当 max( (“)) 

增大时，它减 小： max( ))减 小时，它增大 。当峰值 

max( ))增大时而窗长反而减小，从而使局部 “峰度”更 

加增大；当峰值 max( ))减小时而窗长反而增大，从而使 

局部 “峰度”更加减小。从而一方面突出多分量信号的某一 

分量在分数阶 Fourier域的聚集性，另一方面又有效地拟制 

噪声的干扰，结果如图3(c)。因此 。th域的选择准则为 

一 x rg{Lo calm
2l
axM~>叼} (21) 

∈l1．2l 

即 ～ 域的选择为 对应的局部极大值大于某一 闽值 叼 

时所有 值。转化到解线调 “域： 0th= 一1。另外， 

对 的搜索可以确定一大致范围：l l 。 

5 算法的实现 

设离散化的信号为 

x(nT)=s(nT)+e(nT)=Ae抑‘ +e(nT) (22) 

A=aoe ‘ 为信号幅度调制：rp(nT)为非线性相位： 

e(nT)设为零均值的复高斯白噪声，方差为 。x(nT)高斯 

线调频小波变换以 STFT计算的离散形式为 

GCT~(k，厂)= ∑x(kT+roT)gopI(mT)e 加 (23) 

高斯线调频小波变换以谱实现的分布为 

SPECGcr(t，f) l GCL(七，f)12= 

∑ ∑x(kT+mT)x’(kT+nT)gop (mr)g*p (nT)e一 ，‘m—H 

(24) 

对于线性调频信号最佳 域搜索可一次求得。而非线 

性调频信号需要自适应 go。 )的参数。高斯线调频小波变换 

的算法如下： 

(1)采样数据 x(nT)， =【l，M。 

(2)对于时刻 t=to，用传统的矩形窗g(v)取一小段数 

据，g(V)=0，当lf l ，L<<To 

(3)计算 to时的 FRFT,搜索最佳的 。 0= 

一 1。 在 多 分 量 的 情 况 下 ， 设 置 一 闽 值 叼， 
～  

arg{Local maxat．>叼}。 
ct~[I．2】 

(4) 计算 
。

／ 。， g )=P一 。计算 gopt )= 

尺 (f)。 

(5)计算 Gc (七，f)(可用 快速的 FFT 实现)。计 算 

SPECGCT(f，f)a 

(6) ，=t+l，转到(2)。 

GCT的分布可以以谱的形式实现，也可以以其它分布形 

式实现，其伪 WVD分布实现形式为 

PWDGCT(f，厂)=仁GCT(t，f+O／2)GCT’(f，f一0／2)d0(25) 

可以依此推广到整个科恩类分布。 

6 仿真分析 

(1)信号 1采用三阶非线性相位调频信号 

x(t =exp(j(一0．0006(t—to) ／3 

+0．0769(t—to) ／'2—3．1416(t—f0)) 

信号采样长度 T=255，高斯窗长 127。nTo=128。分析结 

果如图4。图4(a)为信号的 WVD分布；图4(b)为信号的STFT 
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的谱分布：图4(c)为信号的GCT的谱分布。WVD的时频聚 

集性 良好，但很明显存在交叉项。STFT 的谱分布不存在交 

叉项，但时频聚集性差。信号的 GCT 的谱分布不仅存在交 

叉项，其时频聚集性完全可以和 WVD媲美。 

(2)信号 2采用 3分量三阶非线性相位调频信号： 

x(t1=expj0．001 7(t—to) ／3 

+expj(一0．3142(t—to)+0．0017(t—to) ／3) 

+expj(一1．8850(t—to)+0．0017(t—to) )／3) 

信号采样长度 7'--255，高斯窗长 =127。nTo=128。第 1个 

分量与第 2个分量在归一化的频率[_0．5 0．5】中的间距仅 

为 0．05。用于考察 GCT 的分辨能力，进一步验证其时频聚 

集性。分析结果如图 5。图5(a)为信号的 WVD分布：图5(b) 

为信号的STFT的谱分布；图 5(c)为信号的GCT的谱分布。 

WVD虽然有好的时频聚集性，但第 1个分量与第 2分量 已 

完全淹没在交叉项之中。一些交叉项的幅值远大于 自项。 

STFT的谱分布无法分辩第 1个分量与第 2分量。而 GCT的 

谱分布形式完全可将其分辨。 

。

一  

一  

一  
(c)信 1的GCTfgj潜分 

0 5 

0 3 

0．1 

— 0．1 

— 0 3 

— 0 5 

0 5 

0 3 

0 1 

— 0 1 

— 0 3 

—

0 5 

0 5 

0 3 

0 1 

— 0 1 

— 0 3 

— 0 5 

50 l 50 250 

t 

(c)信 j1fi~jGCT的谱分 

图4 图 5 

(3) 图 6(a)是 4个调频斜率不同 LFM 信号的多分数阶 

Fourier窗 GCT。可以看出，在调频斜率不同的情况下，采 

用多分数阶优化高斯窗的 GCT具有良好的时频聚集性。在 

非线性多分量情况时，可采用自适应的方式。如图 6(b)~-- 

非线性 LFM信号与一 LFM信号组成的多分量信号的 GCT。 

(a)多分赞LFM(b'JGCT (b)多分量非LFMGCT 

图 6 

(4)GCT能有效地抑制噪声的干扰。图7(a)为3分量 LFM 

有噪的 GCT谱分布。3个分量的调频范围分别为【一0．2，0．3】， 

【一0．15,0．35】，【一0．10,0．40】，N=255，SNR=一3．5218dB。图 

(b)为信号 2的第 1分量的低信噪比下 GCT的谱分布，SNR= 

一 2．2789dB。 

盈 、 薹● 
50 150 250 

t 

(a)为3分量LFM 

有噪的GCT谱分布 

7 结束语 

图 7 

50 1 50 250 

t 

(b)非线性LFMI'~号 

有噪的GCT谱分布 

线调频小波变换与其它信号分析工具一样，线调频小波 

变换展现 出作为一种新的信号分析工具所具有的特点和吸 

引力。本文只是讨论了线调频小波变换的一个特例：高斯线 

调频小波变换。推导出高斯线调频小波变换(GCT)的短时 

Fourier变换计算形式。并利用分数阶 Fourier变换和广义的 

时宽-带宽积来优化 GCT的参数。同时，简单地讨论其多窗 

实现。线调频小波变换其它诸多形式与实现更有待研究与挖 

掘 。 

[1】 

[2】 

[3】 

[4】 

[5】 
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