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基于联合对角化的近场源参数估计 

周  祎     冯大政    刘建强 
(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安 710071) 

摘 要  该文提出了一种基于联合对角化的近场源信号到达方向和距离的联合估计算法。首先利用二阶统计量构造

白化矩阵，再基于阵列接收数据的高阶累积量矩阵的对角结构信息利用联合对角化方法估计近场信号的阵列方向

矩阵，从而由阵列导向矢量联合估计信号源的到达方向和距离。与高阶 ESPRIT 方法相比，该方法能够提高阵元利

用效率，同时不需要参数配对算法。计算机仿真实验证实了所给算法的有效性。 
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Parameter Estimation of Near Field Sources Using Joint Diagonalization 

Zhou Yi    Feng Da-zheng    Liu Jian-qiang 
(National Key Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian Univ., Xi’an 710071, China) 

Abstract  A new algorithm to estimate jointly the Direction-Of-Arrival (DOA) and range of near field sources is 
presented. Firstly, the whiten matrix is constructed by use of the second order statistics, and then the array steering matrix 
of near field sources is estimated by use of joint diagonalization of the array cumulant matrices, which exploits the 
structural information of the higher order statistics of the data received by the array. Thus the DOA and range can be 
estimated from the array steering vectors simultaneously. Compared with the higher-order ESPRIT method, the new 
algorithm can improve the efficiency of elements. In addition, it does not need any operation of parameters pairing. Its 
good performance is verified by computer simulation results. 
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1  引言 

空间信号源的参数估计问题一直是阵列信号处理中的

一个重要研究内容，它在雷达、声纳、通信和医学成像等领

域有着广泛的应用。现有的阵列处理方法大多假定信号源相

对于阵列孔径位于远场而且信号与阵列位于同一个平面内，

即可认为信号具有平面波前，从而信源的空间信息可由其到

达方向来表征[1]。但是，当信号源对于阵列孔径位于近场(即

菲涅耳(Fresnel)区域)时，信号的平面波前假设不再成立。此

时，近场源的波前必须用球面波来描述，波前的形状随阵列

的位置具有非线性变化特性。因而要确定信源位置，需要知

道其到达方向和距离参数。 

关于近场源的定位问题，近年来人们提出了许多方法，

见文献[2 7]。首先，文献[2]给出了 大似然估计方法，虽

然它具有 优的统计性能，但是由于它需要优化一个高度非

线性的代价函数，这通常需要多维搜索和适当的初始值，因

而其计算量十分庞大。文献[3，4]先后把传统的一维 MUSIC

方法推广应用于二维参数联合估计，然而二维 MUSIC 方法

仍然要做二维搜索，计算量亦非常可观。为了降低计算量而

同时性能损失较小，文献[5]给出了一种基于高阶累积量的

−
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ESPRIT 型方法。它由于无需任何搜索运算且参数估计具有

闭式解而引起了人们的重视。基于高阶统计量的 ESPRIT 型

算法的性能则在文献[6,7]中做了详细的分析。理论上，文献

[5]中的方法不需要参数配对，但是在实际运算中，由于两组

参数分别由独立的特征分解得到，所以它仍需要参数配对算

法来确定二维参数之间的对应关系，同时该方法的阵元利用

效率较低(用 个阵元能估计的信号数不超过2N 1N − 个)。为

了克服以上两个缺点，基于一组累积量矩阵的联合对角化，

本文提出了一种近场源信号到达方向和距离的联合估计算

法。首先利用阵列协方差矩阵构造白化矩阵，再利用联合对

角化方法估计近场信号的阵列方向矩阵，从而由阵列导向矢

量联合估计信号源的到达方向和距离。与高阶 ESPRIT 方法

相比，该方法能够提高阵元利用效率(用 个阵元就能估计N

1N − 个信号)且能够显著提高估计性能，同时不需要参数配

对算法。 

2  信号模型 

考虑阵元间距为 的均匀线阵(如图 1所示)接收d M 个近

场窄带信号源，信号具有相同的中心频率 cf 。以阵列中心

0n = 为相位参考点，第 个阵元的接收信号可以表示为 n
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图 1   阵列结构示意图 

Fig. 1  Geometry of sensor array 
其中 ( )ms t 为第 个近场信号源， 为加性白高斯噪声， m ( )nw t

2
22π sin( ),        π cos ( )m m m

m

d d
r mω θ φ θ

λ λ
= − =        (2) 

( , )m mrθ 表示第 个信号源的到达方向和距离，m cc fλ = 为信

号波长。我们的目的是由阵列接收数据估计参数 mω 和 mφ ，

从而得到近场信号源的位置 ( , )m mrθ ，( 1 。在本文

中，对信号模型作如下假设： 

, ,m = L )M

(1) M 个源信号是相互统计独立，具有非零峰度的非高

斯过程。 

(2) 每个阵元上的加性噪声是零均值的白高斯过程，且

与信号不相关。 

(3) 为了参数估计的唯一性，要求 4d λ≤ 。 

此外，信源个数 M 的确定属于信号检测问题，文献[8]

中已有详细的讨论，因此我们假设信号源的个数已知。值得

指出的是，文献[5]中基于高阶统计量的 ESPRIT 方法除了需

要上述 3 个假设之外，还需要假设信号源的距离参数互不相

同，本文则无此限制；同时为了估计 M 个信号它至少需要

2 2M + 个阵元，然而本文算法中仅需要 1M + 个阵元。 

写成矩阵形式，式(1)可以表示为 
( ) ( ) ( ),          1,2, ,t t t t= + =x Bs w L T

2N

          (3) 

其中 .  
1 2

T
1 0 1( ) [ ( ), , ( ), ( ), , ( )]N Nt x t x t x t x t− +=x L L

T
1( ) [ ( ), , ( )]Mt s t s t=s L  

1

T
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矩阵 为近场信号的阵列方向矩阵，它是到达方向和距离的

函数。若能估计矩阵 ，则可由其列矢量同时给出到达方向

和距离的估计，而不需要任何参数配对算法。 

B

B

3  参数估计算法 

首先定义阵列接收数据的四阶累积量为 

1 2 3 4

* *
1 2 3 4

1 1 2 3 4 2

( , , , ) cum{ ( ), ( ), ( ), ( )},

1 , , ,   (4
k k k kc k k k k x t x t x t x t

N k k k k N− + ≤ ≤ )

5)

 

其中上标 表示复共轭。将式(1)代入式(4)并利用累积量的性

质以及假设(1)和(2)可以推出： 

*

*
1 2 3 4 4 1 1 2 1

1
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其中 4 msc 是信号源 ms 的四阶累积量，即为信源峰度。  ( , )k mB

 

表示矩阵 的第 ( , 个元素。令 ，可以得到

个累积量矩阵

B )k m 1 2N N N= +

2 )2N
1 2,l lC 1 1 2( 1 ,N l l N− + ≤ ≤ ，其第 元素

为 

( , )k l

1 2, 1 1 1 2( , ) ( , , , ),      1 ,l l k l c l k N l N l k l N= − − ≤ ≤C      (6) 

则式(6)可以用矩阵形式表示为 

1 2 1 2

H
, ,l l l l=C BΛ B                    (7) 

其中  
1 2 1

* *
, 4 1 1 2 1 4 1 1diag[ ( ,1) ( ,1), , ( , )

Ml l s sc l N l N c l N M= + + +Λ B B BL

2 1( , )]l N M+B 为⋅ M M× 维对角阵，其中上标 表示复共轭

转置。具有式(7)所示对角结构的累积量矩阵共有 个，利

用所有这些矩阵可以得到阵列方向矩阵 ，从而估计信号的

到达方向和距离参数。利用文献[9]的联合对角化算法可以得

到矩阵 。首先，需要构造白化矩阵W 使得WB为一个酉

阵，由假设(2)可知，阵列协方差矩阵为 

H
2N

B

B

H 2
s σ= +R BR B I                  (8) 

如 果 协 方 差矩 阵 的 特 征值 分 解 为 ， 其中H=R VΣV
2

1diag( , , , , , )M
2ρ ρ σ σ=Σ L L ， 且 特 征 值 按 降 序 排 列

2
1 M

2ρ ρ σ σ≥ ≥ > = =L L ，则白化矩阵W 可以取为(参见文

献[9]) 
2 1 2 2 1 2

1 1[( ) , ,( ) ]Mρ σ ρ σ−= − −W v L M
− v         (9) 

令 =U WB ， 则 存 在 一 个 酉 阵 U 使 得 矩 阵

1 2 1 2

H H
, ,l l l l=C WBΛ B W 被同时对角化，即 

1 2 1 2

H
,l l l l=U C U Λ ,                 (10) 

有关联合对角化的具体算法参见文献[9]。一旦得到酉阵U ，

定义矩阵 #=B W U ，这里上标＃表示 Moore-Penrose 伪逆。

需要指出的是，由于联合对角化算法具有不确定性，即由联

合对角化确定的矩阵 B 的每一列与实际阵列方向矩阵 的

每一列都相差一个复常数，但是这并不会影响由矩阵

B

B 的列

矢量确定信号源的二维参数。 

令 1[ , , ]M=B b bL ， 1[ , , ]M=B b bL ，则存在复常数

mz ( 1, ,m )M= L 使得下面的关系式成立： 

,m m mz=b b                (11) 1, ,m = L M

由于阵列导向矢量 的相位是阵元位置的二次函数，则由mb

mb 的元素取相位就可以得到参数 mω 和 mφ ，从而估计信号的

二维参数。但是，因为取相位运算可能导致得到的相位与真

实相位之间相差 2π 的整数倍，这样会引入新的不确定性。

利用阵列导向矢量的结构，运用其元素之间的二次相位差

分，可以得到正确的相位值，从而得到信号源的到达方向和

距离参数。 

若 mj
m mz e ϕρ= (为了公式表示简单，后面我们略去下标

，因为对式(11)的每一列可以做相同的操作从而得到参数m
ω 和φ )，则有 je ϕρ=b b。若用 表示矢量( )nΦ (1 )n N≤ ≤ b

的第 个元素的真实相位，即 n
2

1 1( ) ( ) ( )n n N n NΦ φ ω ϕ= − + − +            (12) 

因为取相位运算具有 2π 模糊性，直接对矢量 b 的第 个元 n

素取相位得到的序列 会与真实相位 相差ˆ ( )nΦ ( )nΦ 2π 的整 
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[ ]T, ,u tφ=f  数倍。这一问题可以利用二次相位差分来解决。 
ˆ ˆ ˆ ˆ[ (1), (2), , ( )]NΦ Φ Φ=Φ L  定义有限差分算子： 

则式(21)的矩阵形式为 ˆ=Gf Φ% ，未知参数向量的 小二乘解

即为 。而其中T 1 T ˆ( )−=f G G G Φ% % % 2u k

              (13) ( ) ( ) ( 1)n n nΦ Φ ΦΔ = − −
2 ( ) ( ( )) ( ( ) ( 1))

                                 ( ) 2 ( 1) ( 2)
Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ
Δ = Δ Δ = Δ − −

= − − + −
n n n n

n n n    (14) 
ω π ′= + k， ′ 为整数，

π ω π− < < (实际上，高阶 ESPRIT 方法也有此要求)，若整

数 使得1k 12 ( ,u k )π π π− ∈ − ，则 ，1k k′ = 2u kω π ′= − 。从而

由估计的阵列方向矩阵的一列矢量得到了一个信号源的二

维参数对 ( , )φ ω 。近场源的到达方向和距离的估计公式如下： 

将式(12)代入式(14)，得 。当2 ( ) 2nΦ φΔ = 0 φ π< < 时(实际上，

高阶 ESPRIT 方法也有此要求)， 在区间2 ( )nΦΔ (0,2 )π 取

值，即 不会出现模糊。 2 ( )nΦΔ
1sin ( ( 2π ))dθ ωλ−= − −               (22) 令 *( ) ( ) ( 1)y n n n= −b b ， 和  

， , 则与序列 对应的相位即为 ，

。 

2, ,n N= L *( ) ( ) (z n y n y n=

1)− 3, ,n = L N ( )z n 2 ( )nΦΔ

3, ,n N= L

2 2π cos ( ) ( )r d θ φλ=                 (23) 
因此，由矩阵 B 的 M 个列矢量可以得到 M 个信号源的到达

方向和距离参数对。 由式(13)，式(14)可知 
2

2

( ) ( ) ( 1)
( ) ( ) ( 1)

( ) 2 ( 1) ( 2) (15)

n n n
n n n

n n n

Φ Φ Φ
Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

Δ = Δ + Δ −
= Δ + −

= Δ + − − −

 
4  仿真实验 

为验证本文所给算法的有效性，将本文算法与文献[5]

的高阶 ESPRIT 方法比较。在仿真实验中，均匀线阵的阵元

间距为1 4 波长。实验结果为 400 次 Monte-Carlo 实验的平均

数据。 

为了得到真实相位序列 ，需要知道 和 的值。

如果

( )nΦ (2)ΦΔ (1)Φ

(1)Φ > π 和 /或 (2)Φ πΔ >  ( ， 分别为(1)Φ (2)ΦΔ

(1)b ， 的幅角主值)，由式(15)得到的相位序列将会与真

实相位序列截然不同，参见文献[10]。在一般条件下，无法

判断 及 的值是否在区间

(2)y

(1)Φ (2)ΦΔ ( , )π π− 内。为了克服这

一困难，下面给出一种算法。无论 及 的取值，

该算法均能正确给出参数

(1)Φ (2)ΦΔ

ω 和φ 的值。 

实验 1  重复文献[5]的实验 1，阵列由 6 个阵元组成(即

1 2 3N N= = )，源信号为两个等功率统计独立的随机相位信号，

其到达方向和距离分别为 o
1 1( , ) (30 ,(1 6) )θ λ=r ， 2 2( , )θ =r  

o(45 ,(2 5) )λ 。快拍数据为 1000, 信噪比(SNR)固定为 20dB，

两个信号的到达方向和距离分布如图 2 所示。显然本文算法

的统计性能显著优于高阶 ESPRIT 方法。表 1 给出了这两个

信号在不同信噪比情况下的统计性能，表中位于前面的数据

为本文算法的均方根误差, 位于后面的数据为高阶 ESPRIT

方法的均方根误差, 它再次显示了本文算法的优越性。 

     将由 { ( )}nb 的幅角主值得到的(模糊的)相位序列记为

，初始值 及 分别取为ˆ{ ( )}nΦ (1 )n N≤ ≤ ˆ (1)Φ ˆ (2)ΦΔ (1)b 及

的幅角主值。对于真实的初始值 及 ，无论

是否出现模糊，都存在唯一的整数 ， 使得下式成立 
(2)y (1)Φ (2)ΦΔ

m′ k′

                            (16) ˆ (1) (1) 2 mΦ Φ π ′= +
ˆ (2) (2) 2 kΦ Φ π ′Δ = Δ +               (17) 

 

则 
          (18) ˆ (2)Φ = ˆ (2)ΦΔ ˆ (1) (2) 2 ( )m kΦ Φ π ′ ′+ = + +

由式(15)，递推可得 
ˆ ( ) ( ) 2 ( ( 1) ),l l m l kΦ Φ π ′ ′= + + −         (19) 3, ,l = L N

N

联系式(16)－式(19)有 
ˆ ( ) ( ) 2 ( ( 1) ),l l m l kΦ Φ π ′ ′= + + −       (20) 1,2, ,l = L

图 2 (a) 本文算法的分布图  (b) 高阶 ESPRIT 方法的分布图 若直接求解方程组式(20)，它含有 5 个未知数 ( , , , , )m kφ ω ϕ ′ ′ ，

且与未知向量对应的系数矩阵不是满秩的，因而会遇到潜在

的数值困难。但考虑到 的整数性，可以有下面的解法。 ,m k′ ′

Fig.2 (a) 2-D plot of the proposed algorithm 
(b) 2-D plot of higher-order ESPRIT algorithm 

式(20)经整理得 
2

1 1

1

( ) ( 2 )( ) 2
ˆ2 ( 1) ( ), 1,2, , (21)

n N k n N m

N k n n N

φ ω π ϕ π

π Φ

′ ′− + + − + +

′− − + = = L
 

    实验 2  固定两个源信号的参数与实验 1 相同，而阵列

由 4 个阵元组成(即 1 2 2N N= = )。注意，当有 2 个源信号时，

高阶 ESPRIT 方法至少需要 6 个阵元，因而此时高阶 ESPRIT

方法不再适用。信噪比固定为 20dB，快拍数据从 500 到 2000

变化。表 2 给出了源信号的参数估计性能随快拍数的变化情

况，表中位于前面的数据为本文算法的均值，位于后面的数

据为其均方根误差。由表 2 可知，在高阶 ESPRIT 方法失效

的情况下，本文算法也能准确估计出信号源的参数，而且随

着快拍数的增加，参数估计的精度也相应提高。 

作变量替换 2 k uω π ′+ = ， 12 2 ( 1)m N k tϕ π π′ ′+ − − + = 。同时

令 

             

2
1 1

2
11

2
22

( 1) 1 1
2 1( 2)

1

N N
NN

NN

⎡ ⎤− + − +
⎢ ⎥

− +− +⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G%
M MM
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表 1  不同信噪比情况下两种方法的均方根误差比较 
Tab.1  Root mean square errors(RMSE) of two algorithms vs. different SNR 

信号 1 信号 2 信噪比

(SNR) 到达方向(o) 距离(波长) 到达方向(o) 距离(波长) 

20dB 0.0739/0.3754 0.0004/ 0.0041 0.0924/0.4468 0.0028/ 0.0308 

10dB 0.1146/0.4495 0.0006/0.0045 0.1368/0.5423 0.0041/0.0341 

0dB 0.3083/1.3441 0.0016/0.0095 0.4107/1.6142 0.0114/0.0779 

表 2  不同快拍数情况下本文算法的统计性能 
Tab.2  Statistical results of the proposed algorithm vs. different snapshots 

信号 1 信号 2 
快拍数 

到达方向(o) 距离(波长) 到达方向(o) 距离(波长) 

500 30.0024/0.1820 0.1667/0.0011 45.0063/0.2265 0.3996/0.0098 

1000 30.0094/0.1423 0.1667/0.0008 44.9891/0.1621 0.4001/0.0078 

1500 30.0098/0.1189 0.1667/0.0007 44.9980/0.1472 0.3997/0.0063 

2000 30.0048/0.0948 0.1667/0.0006 44.9986/0.1170 0.3997/0.0053 

5  结束语 

基于一组累积量矩阵的联合对角化，本文提出了一种近

场源信号到达方向和距离的联合估计算法。首先利用阵列接

收数据的二阶统计量构造白化矩阵，再利用联合对角化方法

估计近场信号的阵列方向矩阵，从而由阵列导向矢量联合估

计信号源的到达方向和距离。与高阶 ESPRIT 方法相比，该

方法能够提高阵元利用效率，同时不需要参数配对算法；本

文方法取得上述优越性的代价是在计算量上有一定程度的

增加。计算机仿真实验证实了所给算法的优良性能。 
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