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Bent 序列和 Gold-like 序列的构造 
王劲松    戚文峰 
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摘  要  该文研究 Bent 序列和 Gold-like 序列, 设计了 3 类快速生成的 Bent 序列, 此外, 基于 Klapper(1993)对几何

序列相关性的分析, 递归地构造了一类 Gold-like 序列, 所得的 Gold-like 序列涵括了 Khoo, Gong 和 Stinson(2002)递

归生成的 Gold-like 序列。 根据 Olsen, Scholtz 和 Welch(1982)给出的 Bent 序列簇的构造方法, 该文得到的 Bent 序

列可以迅速地构造 Bent 序列簇。此外, 该文得到的 Gold-like 序列可以用来设计大周期的扩频序列簇。 
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Construction of Bent Sequences and Gold-like Sequences 

Wang Jin-song    Qi Wen-feng  
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Abstract  In this paper, three families of Bent sequences that can be quickly generated are presented. Then based on the 

analysis of correlation of geometric sequences by Klapper in 1993, a family of Gold-like sequences is recursively 

constructed, which contains the Gold-like sequences constructed in 2002 by Khoo, Gong and Stinson. On account of the 

theory of Olsen, Scholtz and Welch, three Bent sequence families used in a DS CDMA system can be quickly obtained by 

the Bent sequences here. And sequence families with large periods can be obtained by Gold-like sequences recursively 

constructed.  
Key words  Bent sequences, Gold-like sequences, Hadamard transform 

1   引言 

扩频通信系统中, 扩频序列的设计是其核心内容之一。 

对于扩频序列, 低相关特性(异相自相关和互相关)、平衡性、

大的序列数量、大的周期和大的线性复杂度是其重要的衡量

指标。 较小的相关函数意味着系统的多址干扰小, 采用平衡

的序列意味着通信系统不会产生载波泄露及抗干扰, 安全的

通信系统要求使用线性复杂度大的序列, 多址通信要求每一

簇序列个数和序列的周期都较大。 人们先后设计出m序列簇

[1]、Bent序列簇[2]、Gold序列簇[3]、No  序列簇[4]、Gold-like

序列簇[5]和广义Bent序列簇[6]等扩频序列簇。 m序列具有

优的自相关特性, Bent序列簇、广义Bent序列簇、No序列簇、

周期为 22n+1 − 1 的Gold序列簇和Gold-like序列簇具有 优的

互相关特性。 但是No序列簇中序列都是不平衡的, Gold序列

簇和Gold-like序列簇仅有部分序列是平衡的。 而Bent序列簇

中序列的数量较多, 且每条序列都是线性复杂度较大的平衡

序列, 因此是一类很好的扩频序列簇。 Bent序列 
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簇设计的关键在于寻找Bent 函数 [2], 而Gold序列簇和

Gold-like序列簇主要基于Gold-like函数来生成[3,5,7-9]。  

2002 年, Khoo, Gong和Stinson[7]证明了形如
( 1) / 2

1

n

i

−

=
∑ c i tr1

n

(x 2 i +)1的函数是Gold-like函数当且仅当gcd c
( 1) / 2

1

n

i

−

=

⎛
∑⎜

⎝
i (x i  +  

 x n  −i ) , + 1n x
⎞
⎟
⎠

= x + 1, 这里n是一个奇数。若α是GF(2n)的一

个本原元, 用α t代替x, 便可得到一条Gold-like序列。 这三位

学者 [8] 进一步研究了Gold-like序列 , 由一条短周期的

Gold-like序列递归地生成长周期的Gold-like序列。 
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其中n为偶数, ci∈{0, 1}。接着设计了 3 类可以快速生成的

Bent函数, 它们只需经过模 2 加或整数的gcd( 大公因子)运

算便可由迹数合成得到。根据Olsen, Scholtz和Welch在文 
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献[2]中给出的 Bent 序列簇的构造方法, 由本文设计的 3 类

Bent 函数可迅速地得到 Bent 序列簇, 此外, 由前 2 类 Bent

函数还可以得到线性复杂度较大的 Bent 序列簇。 

其次基于Klapper[10]对几何序列相关性的分析, 由短周

期的Gold-like函数递归地构造了一类长周期的Gold-like函数, 

所得Gold-like函数涵括了Khoo, Gong和Stinson在文献[8]中

递归生成的Gold-like函数。 

注 1 下面将 /2
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均称为Gold-like项。 
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(2) (x1 trn 2) = (x), 对任意的x∈GF(21 trn n)均成立。 

设a = (a(t))t≥0和b = (b(t))t≥0是两条周期为N = 2n − 1 的二
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设f(x)是GF(2n)到GF(2)上的函数, f(x)的Hadamard变换定
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注 2  如不特殊说明, 下面假设α是GF(2n)的一个本原

元。 

设f(x)是GF(2n)到GF(2)上的函数, 用α t代替x, 那么f(x)

定义了一条周期整除 2n − 1 的二元序列a = (a(t))t≥0, 其中

a(t) = f(α t). 显然 , 迹 函 数 (x ) 定 义 了 一 条 m 序 列

m = (m(t))
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其中λ = ατ ∈GF(2n)*。 

当n为偶数时, 若 f̂ 的取值为 2n/2和−2n/2, 则称f为Bent函

数; 当n为奇数时, 若 f̂ 的取值为 0, 2(n+1)/2和−2(n+1)/2, 则称f为

Gold-like函数。  由它们定义的序列分别叫做Bent序列和

Gold-like序列。  Bent序列与m序列的相关值为−1 ± 2n/2, 

Gold-like序列与m序列的相关值为−1, −1 ± 2(n+1)/2。 

3  Bent 序列的构造 

本节给出Gold-like项的线性组合构成Bent函数的判断条

件, 并得到了 3 类新的可以快速生成的Bent函数, 用α t代替

这些Bent函数中的变量x, 便可得到Bent序列。 
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是可逆的, 其中c0 = 0, cn/2 = 1, cn−i = ci, i = 1, 2, , n/2 − 1。 
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 显然L是GF(2 n )到 

GF(2n)的一个线性变换, 且在一组正规基{α, α2, , α2n −1
}下, 

L的矩阵表示由式(1)给出。 记KerL = {w | L(w) = 0}, 显然

KerL构成一个线性空间, 设其维数dim(KerL) = k。 则 

GF(2 )nx∈
∑ (−1)f(x) + f(w) + f(x+w) =  2 ,       Ker

0,          
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设w1, w2∈KerL, 由L的定义可知f(w1) + f(w2) + f(w1+w2) = 0, 

即f(w)在KerL上是一个线性变换, 因此 (λw) + f(w)在KerL

上也是一个线性变换。 于是 
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从而 f̂ (λ)的取值为 0, 2(n+k)/2和−2(n+k)/2。若f是Bent函数, 则

k = 0, f̂ (λ)的取值为 2n/2和− 2n/2。因而f是Bent函数当且仅当

循环矩阵L是可逆的。                         证毕 
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由定理 1 知, 当 n 为偶数时, 判断 Gold-like 项的线性组

合是否构成 Bent 函数只需进行有限域 GF(2)上多项式的 gcd

运算。 
注 3   当n为偶数时, Gold-like项的线性组合若构成Bent

函 数 , 则 tr1
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于是由定理 1 知 f(x)是 Bent 函数。 

下面给出 3 类可以快速生成的Bent函数, 它们只需通过

模 2 加或整数的gcd运算便可由迹函数合成得到。定理 2 研

究一类特殊的域GF(2n)上的Bent函数, 其中n = 2p且 2 是
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定理 2  设n = 2p, 其中p是一个奇素数且ord2( p) = p−1, 

c i ∈ { 0 ,  1 } ,  f ( x )是G F ( 2 n )到G F ( 2 )上的函数 ,  其中 

f(x) =
/ 2 1

1

n

i

−

=
∑ ci 1trn (x 2

i
+1) + (x/2

1trn 2
n / 2

+1)。 若存在i∈{1, 2, …, p 

 − 1}, 使得c i + c p −i = 0, 则f(x)是Bent函数。 

证明  由 gcd(c(x), x + 1) = 1, 有 

gcd(c(x), x n  + 1) = gcd(c(x), (1 + x + x 2  + + x p −1)2 ), 

记 ( )c x′ =
1

1

p

i

−

=
∑ c i  (x i  + x p −i) + 1 , 因  

  x p  = (1 + x)⋅(1 + x + x 2  + + x p −1) + 1 

故由辗转相除法可知 

gcd(c(x), 1 + x + x 2  + + x p −1)  
= gcd( ( )c x′ , 1 + x + x 2  + + x p −1) 

而 ord2( p) = p − 1, 由 GF(2) 上 分 圆 多 项 式 的 分 解 知

1 + x  + x 2  + + x p −1不可约 , 于是gcd( , 1 + x + x( )c x′ 2  + 

+ x
2  +

则 
gcd(

p −1) = 1 或 1 + x + x 2 + + x p −1。又存在i∈{1, 2, , 

p − 1}, 使得c i  + c p −i = 0, ( )x′  ≠ 1 + x + x即 c + x p −1, 

( )c x′ , 1 + x + x 2 + x p −1) = 1 

于是 

gcd(c(x), 1 + x + x 2  + x p −1) = 1 

进而 

由定

足ord2( p) = p − 1

的素

数i满足gcd(3i, n) = 1, f(x)

是GF(2n)到GF(2)上的函数, 其中 

f(x)  tr1
n / 2(x2

n /2
+1) 

了x2
i
+1这一项外包括所有Gold-like项, 则f(x)是Bent

函数。

证明 这里c(x) = ( )
n

 +

+

gcd(c(x), (1 + x + x 2  + + x p −1)2 ) = 1 

理 1 知 f(x)是 Bent 函数。                      证毕 

满足定理 2 的系数ci共有 2p−1 − 2(p−1)/2 = 2n/2−1 − 2(n−2)/4种

可能的选取。 对于上面的引理, 自然要问这样的n共有多少

个。实际上, 前 10 个这样的数是: 6, 10, 22, 26, 38, 58, 74, 106, 

118和 122, 且由黎曼猜想, 存在无限多个满

数, 因而这样的n = 2p也有无限多个。 

定理 3   若n为正偶数, 正整

=
/ 2 1

2 1
1

1
tr ( )

jn
n

j
j i

x
−

+

=
≠

∑ +

即f(x)除

 

 
/ 2 1

j

1

n jx x
−

−+∑ + x n /2, 那么x n  + 1 = 

因为gcd(1 + x, c(x))  = 1, 

gcd(1 + x i  + x n −i, x + 1) = 1, 因此 

gcd(c(x), x n  + 1) = gcd

j
j i
=
≠

 (1 + x)⋅(1 + x i  + x n − i  +  c(x) )，又

 
1

0
( ),

n
j

j
c x x

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  



第 1 期                                 王劲松等：Bent序列和 Gold-like 序列的构造                              83 

= gcd
1

-

0
1+ + , 

n
i n i j

j
x x x

−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

= gcd(1 + x i  + x n −i , x n  + 1) 

= gcd(x i  + x 2 i  + x n , x n  + 1) 

= gcd(1 + x i  + x 2 i , x n  + 1) 

由定理 3 的证明可知当gcd(3i, n) = 1 时, gcd(1 + x i  + x 2 i , 

x n  + 1) = 1。再由定理 1 知f(x)是Bent函数。         证毕 
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是gcd(x i  + x n −i + x n /2, x n  + 1) = 1, 由定理 1 知f(x)是Bent函

数。                              证毕 

4   Gold-like 序列的设计 

设q = 2e, GF(q n )到GF(q)上的迹函数 (x)定义为:  tr
nq

q

tr ( )
nq

q x =
1

0

in
q

i
x

−

=
∑ 。先对下面引理中将要出现的符号和函数作 

以说明。设f和g是GF(q)到GF(2)上的函数, r, δ∈GF(qn ) ,  k  

和 j是两个正整数且满足 k  =  1  +  q j , α是GF(q n )中的一

个本原元 , u = (u ( t ) )t≥0和 v  =  (v ( t ) ) t ≥ 0 是 两 条 周 期 为

q n  −  1 的二元序列, 其中u ( t )  = f( (αtr
nq

q
t )), v ( t )  = g(  tr

nq
q

(rαt  + δαk t ))。 令I ( f )  = (−1)
( )x GF q∈

∑ f(x), F(x) = (−1)f(x), G(x) = 

 (−1)g(x), 其 中 x∈GF(q) 。  对 u 的 一 个 移 位 τ, 记

H(x) = (αtr
nq

q
τx ), L(x) = (rx ), R(x) = (δxtr

nq
q tr

nq
q

k )。 

GF(q n )可看作GF(q)上的n维向量, 选定GF(q n )在GF(q)

上的一组基 , 那么 GF(q n ) 中的变量 x 和 GF(q )n 中 向量

x = (x1, x2, , x n )在这组基下一一对应。类似地, 可以得到

H(x), L(x)和R(x), 其中H(x)和L(x)是线性函数, R(x)是二次 

型 [10]。若L(x) = ∑ c 
1

n

i=
i x i , H(x)  

1
∑ a= 1

型[11]: 

n

i=
i x i ,  则 令ρ = R(c , 

c 2 , , c n )。 若R(x)的秩为m (m为能够表示出R的 少变量个

数), 则R(x)可以表为下面 3 种标准

 (1 )  x 1 x 2  + x 3 x 4  + + x m −1x m

(2)  x 1 x 2  + x 3 x 4  + + x m −2x m −1 + x m
2

(3)  x 1x 2 + x 3x 4 + +x m −3x m −2 + x m −1
2 +x m −1x m  + ax m

2

若R(x)是一个(2)型的二次型, 令σ = c m , 其中m是R的秩。 

下面基于GF(q n )中变量x和函数H(x), L(x)和R(x)进行讨 

 

论。  

设 D(w, x) = R(x+w) − R(x) − R(w), 定义 3 个线性空间:  
 Null(R) = {w | R(w) = 0 且任给 x, D(w, x) = 0}, 

Null(D) = {w | 任给 x, D(w, x) = 0}, 

KerL = {w | L(w) = 0}。 

为简单起见, 记 Γ u,v(τ) = Cu , v (τ) − q I ( f ) I (g )  + F(0) n −2

G(0), 于是可以得到下面的引理。 

引理 2[10]  基本符号和函数定义同前, 设n / d为奇数, 

其中d = gcd(n, j),  

(1) 若Null(D) ⊆ Ker(L), 则Γ u,v(τ)的取值为 
(a)  0；  

(b)  −q(n+d)/2−2( I(f )I(g) − q F(su)G(u
u
∑ 2 + t) ), 

(c)  q(n+d)/2−2( I(f )I(g) − q F(su)G(u
u
∑ 2 + t) )。 

(2)  若Null(R) ⊆ Ker(L), 但Null(D) ⊆ Ker(L)不成立, 则

Γ u,v(τ)的取值为  

(a)  q(n+d)/2−2I(f ) 2 ( 1) 2( 1) ( )
q v

v
G vσ ρ+− +∑ tr , 

(b)  q(n+d)/2−1F(t) 2tr ( 1) 2( 1) ( )
q v

v
G vσ ρ+− +∑ , 

 . 

2
2tr (( ) / 1) ( ) / 2 2

2

(c)( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

q t n d

u

q

q F ru s G u u t I f I g

ρ σ

σ

+ + + −−

⎛ ⎞
⋅ + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。

(3)  若Null(R) ⊆ Ker(L)不成立, 则Γ u,v(τ)的取值为 
(a)  0； 

(b)  q(n+d)/2−2 2tr ( )

,
( 1) ( ) ( )

q ru tv

u v
F u G v+−∑ , 

(c)  −q(n+d)/2−2 2tr ( )

,
( 1) ( ) ( )

q ru tv

u v
F u G v+−∑ 。 

这里的参数 r, s, t 与τ 有关.  

基于引理 2, 下面递归地构造 Gold-like 函数。 

定理 6  设n为奇数, q0 = 2n, 且对j = 1, 2, ,l, 设n j为奇

数, q
j
 = , k-1q jn

j j  = -1qin
j j  + 1, 其中gcd(i j , n j ) = 1. 按下列方式

递归地构造GF(qj)到GF(2)上的函数f j : 
f0(x) = f(x) 

  f j (x) = f j −1( 1
tr j

j

q
q −

(r j x  + δ j x k j )  ),  j = 1, , l 

其中参数r j和δ j的选取如下: 

(1) 若
1

tr j

j

q
q −

(r j ) = 0, 任取δ j ∈GF(q
j
)即可;  

(2) 若
1

tr j

j

q
q −

(rj) ≠ 0, 取δ j ∈GF(q
j
)且满足

1
tr j

j

q
q −

(δ j ) ≠ 0。 

那么f j是一个Gold-like函数当且仅当f是一个Gold-like函 
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数。 

证明  若f是一个Gold-like函数, 下面对于j = 1, 2, , l, 

证明f j也是Gold-like函数. 对j递归, 若j = 1, 则 
D(w,x) = R(x+w) − R(x) − R(w) 

 = − −   1trq
q ( 1 1( )qi

x w ++
1 1qi

x + )1 1qi
w +

= ( (1trq
q

1qi
x w +  )1qi

w x

= 1trq
q (( 1qi

x w⋅ ⋅+  ))1 1qn i
w

−

若任给x∈GF(q1), D(w, x) = 0 恒成立, 则 +
1qi

w
1 1qn i

w
−

 =  0。  

又n是奇数, gcd(i1, n1) = 1, 那么gcd(2i1, n1) = 1, 所以w = 0 或

1。 因此Null(D) = {0, 1}, 又R(w) = (δ1trq
q 1 1kw ), 若w = 0, 那

么R(0) = 0;若w = 1, 那么R(1) = (δ1trq
q 1 )。L(w) = (r1trq

q 1 1kw ), 

若w = 0, 那么L(0) = 0; 若w = 1, 那么L(1) = (r1trq
q 1 )。 

由r1和δ1满足的条件, 分成下面 3 种情况讨论: 

(1) 若 (r1trq
q 1) = 0 且 (δ1trq

q 1) = 0, 此时Null(R) = {0, 1}, 

那么Null(D) = Null(R), 又 1, 0∈KerL, 且有Null(D) ⊆ Ker(L), 

r1和δ1满足引理 2 中情况(1)。 

(2) 若 (r1trq
q 1) = 0 且 (δ1trq

q 1) ≠ 0, 那么Null(R) = {0}, 又

1, 0∈KerL, 因此Null(D) ⊆ Ker(L), 此时r1和δ1满足引理 2 中

情况(1)。 

(3) 若 (r1trq
q 1) ≠ 0 且 (δ1trq

q 1) ≠ 0, 那么 Null(R) = {0}, 

0∈KerL 而 1∉KerL, 因 此 Null(R)⊆Ker(L), 但 是

Null(D) ⊆ Ker(L)不成立, 此时r1和δ1满足引理 2 中情况(2)。  

因为 x→x2是GF(q )上的一个置换 , 0̂ ( )f λ 取值为 0, 

±2(n+1)/2, 那么 2
0̂ ( )f λ 取值也为 0, ±2(n+1)/2。 在引理 2 中令u

为一条周期为q1 − 1 的m - 序列, 显然u是平衡的, 此时T u ,v (τ)

相当于 1̂( )f λ , 又gcd(i 1 , n 1 ) = 1, 若r1和δ1满足引理 2 中情况

(1), 1̂( )f λ 取值为 
0 

±q(n1+1)/2−2⋅q⋅2(n+1)/2 = ±q(n1−1)/2

2(n+1)/2 = ±2(n1n+1)/2

那么f1(x)是Gold-like函数。若r1和δ1满足引理 2 中情况(2), 

1̂( )f λ 取值为 
0 

±q(n1+1)/2−1⋅2(n+1)/2 = ±2(n1n+1)/2

±q(n1+1)/2−2⋅q⋅2(n+1)/2 = ±2(n1n+1)/2

那么f1(x)也是Gold-like函数。 

假设j − 1 时情况成立, 即fj−1是Gold-like函数。 在引理 2

中令u为一条周期为q j  − 1 的m - 序列, 显然u是平衡的。 由

假设知 f j −1(x) 是 Gold-like 函数 , 那么 2
1

ˆ ( )jf λ− 的取值为

0, 。类似于j = 1 的情况可知, δ1 1( 12 jnn n − +± ) / 2
j和r j的选取满

足引理 2 中情况(1)和(2), 因而 ˆ ( )jf λ 的取值为 
0 

qj−1
(nj+1)/2−2⋅qj−1⋅  = q1 1( 12 jnn n − − ) / 2 ) / 2

/ 2

) / 2 ) / 2

/ 2

j−1
(nj−1)/2⋅   1 1( 12 jnn n − −

                =  1( 1)2 jnn n +

qj−1
(nj+1)/2−1⋅ = q1 1( 12 jnn n − −

j−1
(nj−1)/2⋅   1 1( 12 jnn n − −

           =  1( 1)2 jnn n +

所以 ˆ ( )jf λ 的取值 0, ±2(nn1 nj+1)/2, 那么f是一个Gold-like函

数。                                       证毕 
由定理 6可知, 只要选取f0(x)是一个GF(2n)上Gold-like函

数, 即可递归地得到GF(2n)扩域上的Gold-like函数。 用αt代

替定理 6 中得到的Gold-like函数中的变量x, 便可得到

Gold-like序列。 

注 4  若对j =1, 2  l, 取δ， ， j  = 0, r j  = 1, 显然满足定

理 6 的条件, 此种情况即为Khoo, Gong和Stinson[8]递归生成

的Gold-like函数。  

5  结束语 

扩频通信中需要大量的 Bent 函数和 Gold-like 函数, 本

文讨论了一类 Gold-like 项的线性组合构成 Bent 函数的充要

条件, 并得到了三类可以快速生成的 Bent 函数, 接着基于

Klapper 对几何序列的分析, 递归地生成一类 Gold-like 函数, 

该类 Gold-like 函数可以很容易生成且包括了由 Khoo, Gong

和 Stinson 递归生成的 Gold-like 序列。 

此外, 本文得到的均是GF(2n)上的Bent函数。 其实仿照

引理 1 和定理 1, 也可对奇素数p设计p元Bent函数。 
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