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一种基于奇异值分解的特征抽取方法
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摘 要:特征抽取是模式识别的基本问题之一，Fisher线性鉴别分析是特征抽取中最为经典和广泛使用的方法之

一 该文分析了Fisher线性鉴别分析在求解过程中可能存在的问题:鉴别矢量的分量可能是复数;特征值对扰动的

敏感性:鉴别矢量之间未必具有正交性。由此提出了均衡散布矩阵的概念，并利用均衡散布矩阵构造了一种新的线

性鉴别准则。利用奇异值分解定理，将求取鉴别矢量转化为对矩阵求奇异向量。用该方法进行求解可以有效地避免

前述的问题。试验结果表明，该鉴别准则具有良好的鉴别能力。
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Abstract Feature extraction is primary problem of pattern recognition. As one of the most classic methods in the field of

feature extraction, Fisher linear discriminant analysis is applied widely. It may meet several possible problems in finding

optimal set of discriminant vectors: the components of these vectors may not be real; the eigenvalue may be sensitive;

these vectors may not be orthogonal each other. So the balanced scatter matrix is proposed in this paper. Based on the

matrix, a discriminant criterion is formed. The optimal set of discriminant vectors can be acquired througn singular value

decomposition theorem. The method can avoid the problems metioned above. The result of face recognition experiment

shows that it has powerful ability of feature extraction.
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    特征抽取是模式识别研究的基本问题，它的基本任务是

找出对分类最有效的特征，通常需要用一个定量的准则衡量

特征对分类的有效性。Fishe:线性鉴别分析[D41是特征抽取中

最为经典和广泛使用的方法之一，它通过将高维空间的特征

经过线性变换投影到低维空间中去，选择具有最小类内散布

和最大的类间散布的投影方向，抽取出有效鉴别特征。

    设模式X为n维矢量，模式类别有m个，模式类内散

布矩阵为SW，类间散布矩阵为凡。Fisher鉴别准则函数定

          4p                        (1)

Duda131等分别提出

了鉴别矢量集的概念，即寻找一组鉴别矢量构成子空间，以

原始样本在该子空间内的投影矢量作为鉴别特征用于识别。

该方法被称为经典的Fisher线性鉴别分析方法。该方法旨在

通过最优化准则函数式(2)找到一个最优的投影矩阵W}"。
          Jl(W )=det(W T S,W) l det(W T S,,W) (2)

    可以证明[[2,41，当投影矩阵的列向量取为矩阵SW'凡的d

个最大的特征值所对应的特征向量时比值J, (W)最大。

    利用矩阵S口凡求鉴别矢量集，可能存在的问题为:(1)

其特征值和特征向量的分量都有可能是复数;(2)特征值的

敏感性:即如果矩阵作很小的扰动，那么其特征值的扰动可

能很大[[51; (3)求取的鉴别矢量之间未必是正交的。

    对上述问题的一种解决方式是利用广义特征方程

S,X = ASWX进行求解[[61。该方法可避免特征值和特征向量
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是复数的情况，但不能保证鉴别矢量之间是正交的，同时广

义特征值仍然可能存在敏感性问题。

    Foley-Sammon提出采用一组满足正交条件的最佳鉴别

矢量集进行特征抽取的方法[71(简称FS方法)。该方法旨在

寻找一组最优鉴别矢量集p!，⋯，乳，它们在最大化Fisher准

则函数的同时满足以下正交条件:

        杯 P,=0,   d i‘.1l  ili=1,---,d          (3)
    FS方法求出的鉴别矢量彼此之间是正交的，但该方法

仍然需要通过求解广义特征方程来实现，同样存在敏感性问

题。

    本文提出一种方法，可以避免上述3个方面的问题。

2 均衡散布矩阵

    在Fisher线性鉴别准则中利用类内散布情况来平衡类间

散布情况，使得变换后的类间散布变大的同时类内散布不至

于同时变得过大。借鉴该思想，如果S.非奇异，定义:

          Sb=(S.-' S,)(S.-' Sb )T=Swl心Sw'                (4)

    用该矩阵来描述经过均衡化后的类间散布程度，其实质

就是对类间散布矩阵作加权处理。如果S，奇异，而S,非奇

异，将式(4)中的义，换成S,},以下的结论仍然成立。称由

式((4)定义的矩阵Sb为均衡散布矩阵。

    显然Sb是对称阵。除此之外，矩阵Sb还具有下述性质:

    性质1 矩阵Sb是非负定矩阵:其特征值是非负实数，

特征向量的分量都是实数。

    将Sb的特征值按由大到小的顺序排列为

    }2} A,>_⋯}! A,>凡十.=⋯=人=0

相应的标准正交的特征向量记为:u� "Z, ... ,m.。

    设41 =span{u�u21.1u,}是由丈的所有非零特征值对

应的特征向量生成的空间，4a1 =span {u,.,, ...,u"}是由Sb的

所有零特征值对应的特征向量生成的空间，显然它是公的正

交补空间。

    性质2   ̀dxE R",战xEA。

    性质3   XT丈x=0当且仅当Sbx二0。

    性质4 矩阵义的特征向量是矩阵Swl凡的左奇异向

量。

                                                                                           

正交 其
中E

零奇

A'A的特征向量。

    为方便起见，称定理中奇异值对应的的矩阵U的列向量

为左奇异向量。

    性质5 如果矩阵Sn被一个对称矩阵E扰动，则它的

特征值变化范围不超过!】列2:如果S -lSb被一个矩阵E扰

动，则它的奇异值变化范围不超过}}川}2。这一性质可以从以
下的引理1得出。

    引理 115] 若A和A+E是nxn对称矩阵，则对

k=1, 2,..., n，有

            h',, (A+E)一Ak(A)1:5 IIEII2
其中人(A十E),人(A)分别对应矩阵A十E, A的第k个特征

值 (特征值按从大到小的顺序排列);

    若A和A+E均属于Rmxn, m ? n，则对k=1,2，一，n,

有

          IQ,(A+E)一v, (A)I‘IIEII2
其中vk(A十E),(Tk (A)分别对应矩阵A+E,A的第k个奇异

值 (奇异值按从大到小的顺序排列)。

3 基于均衡散布矩阵的线性鉴别准则

  定义J(4))=扩Sbrp I q)Tgp ,我们采用:臀J(lp)作为
特征抽取有效性的鉴别准则。称使得J(4p) > 0的非零矢量91

为有效鉴别矢量。函数J07)具有以下性质:

J伸)=0

若p已吸

当且仅当甲E材:

则J仲)>0。

    由Rayleigh商的性质可知，函数J(4P)的梯度为0当且

仅当9)为成的一特征向量，J(P)在稳定点的值为Sn的特

征值;并且J(树的最大值可在单位球面上达到，故上述准

则等价于:

          max J(ip)1912=1
因此使得式(5)成立的鉴别矢量甲必定为Sb

(5)

的最大特

征值对应的单位特征向量。

    在求出第i(1}: 1)个最佳鉴别矢量471,92,...19i后，第

i+1个最佳鉴别矢量为满足下述正交条件式(6)并使J(q))取

到最大值的单位向量吸十.:

          q)i+1T+1 9)j=0,
为了进一步寻找鉴别矢量

1二1,2,---,i (6)

，我们需要下述引理2:

  引理218]设op E span (u,, ui+1,...， um), 1:5 1 <_ m <_ n，则有:

偌 J(q))=Ar
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下面的定理1和定理2给出了求取最优鉴别矢量集的方

法。

    定理

叭=u,，

分类器进行分类。对 ORL数据库的平均识别错误率和平均

识别时间如表2所示。

若前i个最优鉴别矢量分别取为p:=研，⋯，

则第i+l个最优鉴别矢量叭十.可取为ui十1;并且按

    表2 不同方法对ORL人脸

数据库的平均识别错误率比较(%)

这种方式选取的有效鉴别矢量的最大个数为;。

    证明 若前i个最优鉴别矢量分别取为lpi = u�

...,4pi = u,，由正交性条件知，qPi+:只可能从R”的子空间

span(u�..., u,}的正交补空间span(u,十!，⋯，气}中选取，由引理

.max
1fli*i ri
J(1)i=i) =入+:。而J(u;十.)=凡十:，因此妈十.可取u,十。。

这样选取的有效鉴别矢量的最大个数为r是显然的.

·证毕

由定理

定理 2

1和矩阵丈的性质4，立即可得:

使得J(哟最大并满足正交性条件的最优鉴别

矢量集可取为矩阵Swi Sb的所有左奇异向量对应的正交向量
集。

4 实验结果

    采用ORL人脸图像数据库进行人脸识别实验。ORL人

脸图像数据库由40人、每人10幅分辨率为92X 112的灰度

图像组成。用每人 10幅图像样本中的其中5幅作为训练样

本，剩下的5幅作为测试样本，这样训练样本和测试样本的

总数都是200。为了使得训练样本的抽样具有随机性，我们

对每人的 10幅图像按 1̂-10进行编号，按表 1分配训练样

本和测试样本。

              表1训练样本和测试样本的选择

序号 训练样本编号 测试样本编号

1 (1，2, 3, 4, 5) (6, 7, 8, 9, 10)

2 (6, 7, 8, 9, 10) (1，2, 3, 4, 5)

3 (1, 3, 5, 7, 9) (2, 4, 6, 8, 10)

4 (2, 4, 6, 8, 10) (1, 3, 5, 7, 9)

5 (4, 5, 6, 7, 8) (1, 2, 3, 9, 10)

鉴别矢量维数 文献[9]
方法

文献[6]
方法

FS

方法

本文

方法

20 9.4 10.5 6.3 5.7

21 9.7 10.0 6.0 5.3

22 9.8 10.0 5.1 5.5

23 9.6 10.5 4.8 5.5

24 9.9 10.4 5.0 5.4

25 10.5 10.4 4.8 5.6

26 11.0 10.0 5.1 5.1

27 10.6 10.6 4.8 4.8

28 10.1 9.3 4.7 4.6

29 10.1 9.7 4.1 4.5

30 9.9 9.1 4.2 4.3

31 9.1 8.9 3.7 4.2

32 8.9 8.9 3.6 4.1

33 8.8 9.0 3.6 4.1

34 8.8 8.2 3.3 3.7

35 8.7 7.8 3.3 3.8

36 8.6 7.9 3.3 3.2

37 8.3 8.0 3.7 3.6

38 7.9 7.5 3.9 3.7

39 7.1 6.9 4.3 3.5

平均识别时(s) 4.507 4.31 42.366 4.287

5 结论

    由于每幅人脸图像矢量的维数为92X 112=10304，而样

本总数为400，因此本实验属于典型的高维小样本识别问题。

在原始图像空间，类内散布矩阵和总体散布矩阵都是奇异

的。以总体散布矩阵又作为KL坐标系的产生矩阵，对原始

图 0-40=160。在变换后的

空 异，类间散布矩阵的秩为

r

量方法、文献「6]中的求广

义 法作对比，采用最小距离

    实验结果表明:本文方法的识别效果优于文献[[91的求特

征向量方法和文献[6]的求广义特征向量方法，与FS方法的

识别效果相近，但是其识别时间比FS方法要少的多，并且

识别错误率基本呈下降趋势，而FS方法的识别错误率有上

升的趋势。理论和实验都表明本文提出的均衡散布矩阵具有

一系列良好的性质，基于均衡散布矩阵的线性鉴别准则在求

解鉴别矢量时避免了在引言中提到的各种问题，并巧妙地将

选择鉴别矢量的问题转化为求矩阵的奇异值。这些特点使得

本文的方法具有良好的应用前景。
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