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摘 要:研究了小参数随机共振((SR)的响应幅值与信号频率和噪声强度的关系，并从噪声频谱的罗伦兹((Lorentz)

分布特性推出，只有在噪声能量集中的低频区域才能产生随机共振的论点。得出了二次采样大参数类随机共振的实

现条件，即采样频率至少是信号频率的50倍并根据噪声强度选择二次采样频率。在大参数情况下，由双稳系统输

入输出信噪比的分析，阐明了大参数类随机共振方法从强噪声中检测出弱信号的可行性。运用周期和非周期弱信号

的检测实例，进一步证明了该方法的有效性和实用性。
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Abstract For small parameter Stochastic Resonance (SR), the relationship among the response amplitude and signal

frequency and noise intensity is investigated. The viewpoint of creating SR phenomenon only in the low frequency region

where noise energy has been concentrated is also obtained in terms of the Lorentzian distribution of noise power spectrum.

The condition of realizing twice sampling large parameter SR-like phenomenon is deduced, i.e., sampling frequency is fi勺

times signal frequency at least, and twice sampling frequency should be selected according to noise strength. Under large

parameters, the analysis of input and output signal-to-ratios of the bistable system indicates the possibility of detecting

weak signal submerged in heavy noise with the large parameter SR-like technique. And it is further proved that the

technique is effective and practical by means of the examples of the extraction of periodic and aperiodic signals.
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                                        检测技术是最近发展起来的一种新的信号处理技术。随机共

    在信息检测领域，某些包含特征信息的微弱信号常常被

强噪声所干扰，如何从强噪声背景中检测出微弱的特征信

息，一直受到人们的广泛关注。目前，在弱信号检测的信息

处理方面，其目标主要是集中在设法抑制消除噪声以提高信

噪比这一点上，如FFT谱平均、小波分析、全息谱、高阶谱

等。然而，当噪声频率与信号频率接近或重合时，抑制噪声

的同时有用信号也往往不可避免地受到损害，是一种两败俱

伤的方法，这极大地影响了微弱信号的检测效果，成为微弱

信号检测的瓶颈。

    基于随机共振〔1"91(Stochastic Resonance, SR)的微弱信号
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国家自然科学基金(50475117)和振动、冲击、噪声国家重点实验室开

放基金(VSN-2004-05)资助课题

振是一种非线性现象，强噪声干扰下的信号作用于某一类非

线性系统，信号和噪声在非线性系统的协同作用下，会发生

噪声能量向信号能量的转移，产生类似力学中人们熟知的共

振输出，从而提高信噪比达到识别弱信号的目的。可见，与

各种抑噪方法相比，随机共振不是消除噪声而是充分利用噪

声来增强弱信号。作为一种有效的信号处理方法，随机共振

广泛用于诸如双稳或多稳非线性系统[[2,31，激励系统[’]，闭值

系统[[5. 61，生物系统[[2.，〕等。已有的随机共振绝热近似和线性

响应理论[[10,111仅适用于小参数(信号频率和幅值以及噪声强

度均小于 I)信号处理，对于实际工程中的大参数 (信号频

率或信号幅值或噪声强度大于 1)信号，其应用受到很大的

限制。文献[12]通过二次采样频率变换思想，实现了大参数

信号的随机共振，为随机共振技术在工程实际中的大信号处
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理，特别是从强噪声中提取高频弱信号，奠定了一定的基础。

本文将在此基础上，仍然以双稳系统为研究模型，进一步定

量分析大参数信号的随机共振特性，并通过周期和非周期弱

信号的检测实例来验证此项技术的实用性。
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    随机共振形成必不可缺少的3个要素是双稳或多稳非线

性系统、输入信号和噪声。为便于描述，以最简单的双稳系

统dx/dt=,ux一x3，(y > 0)、单频弱正弦信号asin(27r fot)和

白噪声n(t)为研究对象，并考虑一个布朗(Brown)粒子在

双稳系统中受到此正弦信号和白噪声的共同作用情况，建立

如下的朗之万(Langevin)方程模型:

        dz/dt=,ux一x3+asin(2tc fot)+n(t)         (1)

其中令Sn(t) = a sin(21r fat)十n(t)是双稳系统的输入信号，

n(t) = -4--D-g(t)，D是噪声强度，g(t)是均值为。方差为1

的白噪声， x(t)是双稳系统的输出信号。双稳系统的势垒

高度△U=矿/4，势垒的最低点位于、=士扣。在初始条
件x0 = x(to)下，若to ---) ，则初始条件的影响会消失而不

考虑，于是x(O的均值将成为一个周期函数:

              E[x(t)]=z sin(21r fot一OP)             (2)

其中幅值x和相位OP近似表示为

f0分别取3个不同值
0.01, 0.1, 1(无量纲))

取3个不同值0.14, 0.2, 0.50

根据绝热近似理论，其解的具体形式为

            S(f)=S, (f)+S2(f)

Si (f)
2,u4a2eN' /(2D)/位D2 )
(2,u 2eN2112D) /7r2) + (2yr儿)，

8 (fo一f)

S2 (f)
  ,a3 a2eU' /(2D) /(7r
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rk是克莱默斯(Kramers )逃逸速率(或概率跃迁率)[2] , E[X2]

是静态系统((a=0)依赖于噪声强度D的方差，在两态情况下

有近似关系E[X2卜礁。由式(3a)可知，幅值x取决于噪

声强度D，即系统的响应受噪声强度的控制，它首先随刀增

大到一个极大值，然后再减小，这就是著名的随机共振现象，

如图1所示。图中还同时给出了3个不同频率的共振曲线。

这3条曲线清楚地表明，当噪声强度D一定时，响应幅值x

随频率.fo的增大而呈现出单调递减特性，不服从x一的共

振规律，说明随机共振要求的驱动频率.fo很低，即小参数频

率.fo。为进一步分析随机共振的特性，特别是它的频率特性，

可根据功率谱密度函数对随机共振行为进行描述。

    功率谱密度函数S(f)一般用下列相关函数的傅里叶变

换表示:

S(f)=厂e '2"frE[x(t +z)x(t)]dz (4)

上式S, (f)是由弱周期输入信号引起的，它与输入信号同频，

S2 (f)是由噪声引起的，它具有罗伦兹(Lorentz)分布形式。

图2给出了噪声功率谱S2 (f)随频率变化的规律，并同时绘

出3种不同噪声强度D的情况。可以清楚看到，增大噪声强

度D扩展了噪声能量集中的低频区域，但降低了谱幅值高

度。这表明，由于Lorentz分布的噪声功率谱具有谱能量集

中于低频区域的特性，因此，由布朗粒子跃迁运动所形成的

随机共振频率就不可能很高，亦即能够产生随机共振谱峰的

频带，将局限在双稳系统输出功率谱的低频段。因为只有在

一定噪声能量的驱动下，布朗粒子才能越过势垒在双稳系统

的两势井之间以信号频率作切换的跃迁运动，形成随机共振

现象。为证实这一点，令式((1)的各参数为:,t =1,

a=0.3, f,=O.OlHz, D=0.31，采样频率为.fs=5Hz，式(1)

采用四阶Runge-Kutta法数值计算(以下同)，则计算步长

et二1/人= 0.2。取数据长度为1024点进行FFT运算。为清

楚起见，时域显示长度取为4000点。于是得到双稳系统输

入输出的时域和功率谱图，如图3所示。由输出谱图明显看

出，频率.fo处的随机共振谱峰正处于噪声能量的集中区域，

说明慢变的弱周期信号在弱噪声能量的驱动下能够产生鲜

明的随机共振现象。如果增大弱周期信号频率,fo，即让信号

逐渐离开噪声能量集中的低频区域，则随机共振响应谱峰变

得越来越小，如图4所示。这与图1中响应幅值X随频率.fo

的增大而呈现出递减特性相一致，也证明了前面推断的正确

性。因此，随机共振现象具有弱噪声和低频信号的特点，信

号频率f0和噪声强度D均被限制在小参数范围内。也正是

这一原因，限制了它在工程中的应用。
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取为分贝。可以看到，在弱信号频率.To和噪声强度D均为

大参数情况下，无论是系统输入还是输出，在.fo二40Hz频

率处的谱图上均看不到谱峰值特征。输入谱说明，用功率谱

平均方法无法从这样强的噪声中提取出弱信号，而输出谱表

明，小参数随机共振理论直接用于大参数的信号处理是不合

适的，应想办法对其进行改造方能奏效。

    实现小参数随机共振技术处理大参数信号的关键问题

是如何处理超出小参数范围的大频率.fo和大噪声强度D,

由图1的特性可知，增大噪声强度而降低驱动频率有可能在

频率.fo处产生类随机共振。正是根据这一思想，作者在文献

[12]中提出了二次采样随机共振方法，即对实测信号的频率

进行线性压缩，以满足小频率参数条件，然后按式(1)分析双

稳系统的响应谱，以得到微弱信号的谱特征，最后再按压缩

尺度比还原实测数据。这种方法的实质就是通过大频率到小

频率的变换，将弱信号的大频率.fo转换为慢变的低频信号，

使其满足小参数条件，从而使随机共振或类随机共振的实现

成为可能。取二次采样频率几二8 Hz，则频率压缩尺度比

R=人l fs, = 250，数值计算步长△t=1/几= 0.125s。用图5

的大参数对式((1)重新进行数值计算，得到图6的结果。其中

时域波形的显示长度为 800个数据点。图 6中小频率

井=0.16 Hz处有一突出的谱峰，经频率还原有

f,xR=40Hz，正好是弱信号频率.fo。显然频率变换的二次

采样随机共振方法实现了大参数信号的随机共振或精确地

说类随机共振，当然淹没在强噪声中的弱信号从共振频谱图

中也被检测出来。
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    需要指出的是，在图3和图4的输入频谱中，不论信号

频率.fo的大小，儿处的谱幅值大小均保持不变，这是由傅

里叶变换的性质所决定的。而且之所以能看到输入的谱峰是

由于噪声还不足以强到淹没信号的程度。然而，我们更关心

的问题是，当在输入频谱中看不到任何特征频率.fo的谱峰，

即特征信号淹没于强噪声中时，如何识别该特征信号。换句

话说，当信号频率.fo和噪声强度D均超出小参数随机共振

所要求的范围时，如何利用式 (1)模型从双稳系统的输出

中来提取特征信号。根据图1容易观察到，增大噪声强度而

减小驱动频率有可能在.fo处产生类似的随机共振谱峰(称为

类随机共振)，这一点为处理大参数的随机共振提供了可能。

3 二次采样的大参数类随机共振

3.1二次采样频率变换实现大参数类随机共振

    由于实际工程中所采集的信号参数往往超出随机共振

小参数的限制条件，因此，在大参数条件下，特别是大频率

的弱信号与强噪声相混合，且噪声的频率与弱信号频率接近

或相等情况下，如果直接采用式 (1)对双稳系统的输出频

谱进行分析，将得不到随机共振现象，当然也就不能从强噪

声中识别弱信号。例如，设有一组实测信号，采样点数为4000

点，其对应式((1)的各参数分别取为,u=l,a=0.3,

.}o二40Hz, D = 9.1，采样频率为.f二2000Hz，即数值计算

步长△t=1/人= 0.0005s。式(1)的输入输出功率谱仍以1024

点计算，且平均次数都为10次，则双稳系统的输入输出时频

图见图5所示。其中为看清输出频谱结构，谱图的幅值单位

_一尹洲
，一 r

*.000
  时间(s)

(a)时域波形

0      250      Soo

      频率(Hz)

      (b)频域谱图

图5 大参数双稳系统的输入输出时频图
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    图6二次采样频率天。=8 Hz时，
图5大参数双稳系统的类随机共振响应输出
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3.2大参数类随机共振的实现条件

    从大参数类随机共振谱图6可知，整个谱图分布有类似

的Lorentz形式，噪声谱能量主要集中在低频区域，而且信

号谱峰就位于此低频段。于是像图2和图3那样，仍然可以

得出结论，欲产生大参数的类随机共振，则信号频率必须位

于噪声能量集中的低频区域。这是实现大参数类随机共振的

先决条件。为定量给出产生类随机共振谱峰的低频范围，设

噪声强度固定不变，并令fs = kfo，k是采样频率f,与弱信

号频率fo的比值。让k从100-> 5范围内变化(即取不同的

信号频率)。用图6的参数，即N=1, a=0.3, D=9.1,儿=

2000Hz，fsr=8 Hz, fo=fslk，对式((1)进行数值计算，得

到不同k值(或f0或f,)的类随机共振谱图。在每一谱图

中度量fo处的谱峰高度h，得到h-k关系曲线，如图7所示。

从图7可清楚地看出，k=50是一个明显的分界线，当k>_50

(即f, 5 40Hz)时，谱高h变化趋势相对比较平稳，而当

k<50(即f, > 40Hz)后，h值呈迅速下降变化趋势，如

图中的虚线。这一点与噪声谱能量的分布形式相吻合，因为

k ?50对应谱图能量集中的低频区域，而这一区域容易形成

可辨识的共振谱峰。对于k<50离开能量集中的低频区域，

虽然在k=30等处也有较高的h值，但因该处的信号幅值容

易被噪声干扰，所以不易识别，如图8。因此，从可辨识的

角度考虑，信号频率儿处的共振谱峰最好像图6那样为整个

谱图的最大峰值，而满足这一条件的k值最好从k>_50中寻

找。这就是实现大参数类随机共振条件的定量描述。另外，

由图7注意到，在大参数条件下，fo处的响应共振谱峰值不

再随信号频率fo的增大而表现出单调递减特性，而是呈现出

波动递减的趋势。这种在若干离散频率点出现较大谱峰的现

象，实际上反映了噪声的选择特性[(13.141，是一种多重随机共

振现象，表明噪声有选择地增强不同频率的周期信号。

(R=fsl几)处产生最大可辨识的随机共振谱峰，对于某

个驱动幅值为a的弱周期信号，噪声强度存在一个极大值

刀~，因为当刀> D.后，无论怎样选择Al '  f,处的类随

机共振谱峰将被更强的噪声逐渐淹没而不能识别，参见图90

表1和表2分别给出了周期驱动幅值a = 0.3和a = 0.9能在

小频率f,处产生最大可辨识类随机共振谱峰的噪声强度D

与其对应最小二次采样频率吞min(保留一位小数)的关系，图

9是表1在D. = 32.0及其对应几min =12 Hz时的双稳系统

响应谱。从表1和表2看出，驱动信号幅值a大，则Din.也

大，当然相应的fm   i。也跟着增大。这一点不难理解，因为

信号的增强必然需要更强的噪声才能把它淹没。

    双稳系统输入输出端信噪比SNR的对比，能更好地说
明为什么用二次采样随机共振方法可从强噪声中识别弱信

号。这里，信噪比定义[[15,161为:在功率谱中信号的峰(幅)

值与同频率噪声 (背底)之比。以表 1为例，图10绘出了

每一个D取几=几mi。的系统输入输出的信噪比。显然输出

端信噪比始终大于输入端的信噪比，而且当D >_ 3.5后，输

入端的信噪比己低于输 出端信噪 比的最小值

SNRout-min = 2.1。这充分说明，随着噪声强度D的增大，输

入端的信号逐渐被淹没，而在输出端，由于二次采样随机共

振效应，f,处的弱信号谱峰却始终突出可辨，达到识别弱信

号的目的。参见图5输入谱和图6输出谱。

:’:旷}_.__ }tfi
频率(Hz)

16.2

  D

图9 Dm.=32.0及其

对应几min=12(表1)的
  双稳系统的响应谱

图10 根据表1得到的

双稳系统的输入输出信噪比

表1  D与寿的关系(D.=32.0)

(tr=1, a=0.3, fo=4OHz, f=2000Hz)

图7

        52.5       100

          k

类随机共振谱峰随

            频率(Hz)

图8 k=30(或儿=66.7Hz)，

      不同k值(或驱动信号 ‘ 双稳系统的响应谱

    频率.fo)的变化规律

    至于二次采样频率几的选择，通过数值分析发现，任

意噪声强度D都对应有一个最小的二次采样频率几min，因

为对于某个D，当几<几mi。后数值计算将溢处。而且，当

A, _ Ar mi。时，弱信号频率f0处的类随机共振谱峰效果比

A, > Jsrmi。的都要好。然而，要在慢变频率L=.f,IR

D 几min (Hz) D 几min  (Hz)

32.0 12.0 }}6.4 7.0

24.7 11.0 }}4.0 6.0

18.5 10.0 2.3 5.0

13.5 9.0 、.2 4.0

9.5 8.0 0.5 3.0
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表2 D与几的关系(D-=324.0'

  (N =1, a=0.9, f. 40Hz, f,=2000Hz)

ll0

oo3

︵洛
毛
日
︶玛
瞥

D f,,.in (Hz) D 几min (Hz)

324.0 26.0 90.1 17.0

288.3 25.0 62.1 15.0

224.0 23.0 40.6 13.0

147.2 20.0 24.7 11.0

126.5 19.0 9.5 8.0

根据机械故障诊断理论，这种工频及其倍频的谱峰特征，预

示着电机可能存在机械松动故障。这一例子清楚地表明，当

某些特征信息被强噪声或其它强干扰淹没时，通常的频域谱

分析很难发现这些特征信息，而利用大参数类随机共振技术

却可以将这些特征信息挖掘出来，供人们作进一步分析。

    以上大参数类随机共振的实现，只是对双稳系统输入量

  (信号加噪声)的参数变化规律进行了讨论，而实际上系统

参数h的改变在某种程度上也有助于大参数类随机共振的

实现，因为当信号幅值a低于闽下输入信号[[I今良多时，适当

调整拜可改变势垒DU=川/4的高度，于是a可恢复成为

阐下输入信号 (或超过阂下输入信号)，达到大参数类随机

共振的条件。这种情况此处不再赘述。

4 大参数类随机共振的信息检测

4.1具体实现

    由上节大参数类随机共振的实现条件可知，两个重要的

参数是采样频率fs和二次采样频率几。因为人决定了fo是

否移进了噪声能量集中的低频区，而寿决定了fo转换为慢

变低频信号的程度。对于采样频率f，应满足人>_ 50 fo，这

意味着信号频率fo成为待观察分析的己知量。对于几，由

于它取决于噪声强度D，因此可以根据相关性先粗略地估计

出数据中的噪声强度，然后参照类似的表1和表2选择一对

应的几mi。作为二次采样频率人，。最后对几进行适当微调

整，直至在信号频率f0处产生清晰的类随机共振谱峰。

4.2周期信号的检测

    以文献[[18]的电机设备监测数据为例，阐述利用大参数

类随机共振技术对强噪声干扰中的弱周期信号的识别。

    在某次电机常规寻检时，由加速度传感器所采集到的滚

动轴承的振动信号，经FFT变换得到其频谱如图11 (a)所示，

其中采样频率人=10 kHz，采样点数为8192，平均次数150

谱图上除了在750Hz处有表征轴承元件轻微损伤故障外，看

不到其它故障特征。然而在进行大参数类随机共振的谱分析

后，却得到意想不到的结果，发现电机转子的工频 (50Hz)

及其2, 3, 4倍频 (100Hz, 150Hz, 200Hz)等不同程度出

现类随机共振谱峰，见图 11(b)。其中二次采样频率

几二2.5 Hz，系统参数Ft = 0.4，噪声强度估计值为D=

0.227。可以算出这些频率成分都在噪声能量集中的低频区。

            0                   1000       0                  0.25

                频率(Hz) 频率(Hz)

      (a)电机轴承的振动频谱 (b)大参数类随机共振谱

                              图11

4.3非周期信号的检测

    将式((1)的正弦周期信号asin(27r fot)改为任意非周期信

号In(t)，即

            dx / dt =,ux一x3+In(t)+n(t)             (6)

则大参数类随机共振技术即可用来提取任意非周期信号。所

不同的是，周期信号是在频域中分析识别，而非周期信号则

在时域中进行。以文献[[19]非周期字符串的识别为例，设计

算机生成的任意脉冲非周期字符串信号为图12 (a)的上图。

当噪声强度D = 0.3的白噪声与之相混合后，字符串信号基

本被噪声淹没而不易识别，如图 12 (a)的中图。然而应用

大参数类随机共振技术，取二次采样频率f。二5，则解式(6)

得到双稳系统的输出，如图 12 (a)的下图。显然字符串信

号又被完全显现出来。加大噪声，如取D=9，不言而喻，

图12 (a)中图的字符串信号深埋于强噪声中更加难以辨识。

此时，分别取二次采样频率Al为16，40，60，得到双稳

系统的输出分别为图 12 (b)的上、中、下图。可以看到，

几=40时，字符串信号被共振显现得较清晰完整，容易在

后续处理时被准确地重构恢复。而大于或小于此二次采样频

率值时，字符串信号的类随机共振输出有较大的失真，后续

重构易造成较高的误码率。因此，与周期信号大参数类随机

共振相比，对于某个噪声强度D，产生非周期信号大参数类

随机共振的二次采样频率，不是在该D值的最小二次采样频

率几mi。处，而是在大于几mi。的某个寿值上。这一问题将

在另文探讨。

5 结束语

    本文从小参数随机共振的响应特性出发，研究了响应幅

值与频率和噪声强度的关系，探讨了Lorentz分布的噪声频

谱特性，得出产生随机共振的基本条件就是:周期信号频谱

值必须位于噪声能量集中的低频区域，而且发现:增大噪声
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强度而减小驱动频率有助于大参数类随机共振的实现。针对

大信号情况，给出了二次采样大参数类随机共振的实现条

件，即采样频率不低于信号频率的50倍，而且二次采样频

率由噪声强度的估计值确定。另外，从双稳系统输入输出信

噪比的分析得知，在强噪声下，输出端信噪比始终大于输入

端的信噪比，充分证明了大参数类随机共振方法在弱信号检

测方面的有效性。最后，以周期和非周期弱信号的检测为实

例，进一步验证了该项技术在实际应用中的可行性。
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图12 大参数类随机共振的非周期信号识别
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