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基于符号动力学的混沌信号处理研究 
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摘  要  基于 1-D 分段线性映射函数构造的混沌系统符号动力学，该文研究了一种能直接对混沌符号序列进行加、

减及乘法运算的方法。由两串符号序列之间的轨道距离定义推导并证明了相应的运算法则。通过 FIR 数字滤波器

卷积和操作的计算机数值仿真表明，采用这些方法运算得到的结果与传统二进制算术编码算法完全等效，可应用

于混沌信号处理系统。 
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Abstract  Based on symbol dynamics in 1-D piecewise linear mapping chaotic systems, an arithmetic method processing 
chaotic signals is studied in the paper, including addition, subtraction and multiplication. The operational rules are 
calculated and proved according to a definition of the distance between two chaotic sequences. By computer simulation 
with convolution sum of FIR digital filter, the results show that the model is the same as traditional binary coding 
arithmetic, which can be used in chaotic signal processing systems. 
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1  引言 

目前混沌信号处理业已受到越来越多研究人员的注意，

如混沌信号在信息存储检索、图像压缩等方面的应用。利用

1-D分段线性映射函数构造的混沌系统在实现信息处理方面

的研究已经取得了较大的进展[1-4]，其主要思想均是利用混沌

系统中存在的大量不稳定极限环或稳定周期轨道来进行相

应的信息处理，但并没有利用混沌系统产生的符号序列作为

信息处理的对象。为有效地进行混沌态下的信息处理，文献

[5]提出了利用混沌测量电路来实现“混沌”运算器的原理，

为混沌信息数字化处理开辟了新的途径。 
本文根据 1-D 分段线性映射函数的混沌轨道距离定义，

提出了利用 1-D分段线性映射函数所产生的混沌符号序列来

进行加、减及相乘的算术运算方法。利用该运算模型能在符

号空间直接实现信息处理的基本运算工具－卷积运算，从而

便现有的一些信息处理方法可以用该混沌运算模型来进行

处理，进而实现混沌态下信息处理的目的。 

为验证该运算模型的可行性，本文构建了一 FIR 数字滤

波器模型。仿真中首先对该数字滤波器的脉冲响应和激励输

入加以符号化，即利用 1-D 分段线性混沌系统对模型参数和

输入数据进行混沌符号编码，进而作相应的符号序列加、减
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及相乘运算，操作后得到的结果与直接采用十进制滤波运算

得到的结果进行比较，来验证混沌运算模型的正确性。 

2  混沌编码及序列运算基本原理 

考虑以下锯齿映射： 
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当参数 1< λ ≤2 时， 式(1)表现为混沌映射[6]。设函数值

[0,1 )nX λ∈ 时，分配符号 ，反之 ，即 0na = 1na =
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根据式(1)就可以将任一初值X1编码成一串对应的符号序列：

。经简单推导，当 时，初值与符号序列

的关系为 
1 2, , , ,na a aL L n → ∞

1
1

1

1 ( 1)ii
i

i

aX
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+
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+
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在系统参数 2λ = 时，该映射函数为满映射，则初值空间

与符号空间 S 之间存在着一一对应关系，本文以下

讨论都以参数

[0,1]A∈

2λ = 为条件。 

展开式(3)，任取其中相邻两项可进一步得到如下关系: 
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从式(4)可知，对于低位第 位的进位，等价于从高位第 n

位上减去“1”。同样由式(5)可知，如果存在向高位借位的情

况，即等价于在高位上加上“1”。 

1n +

3  混沌符号序列运算算法 

当有初值为 1x 所对应的符号序列{ ( )与初值

为

}ia 1,2,i = L

1y 所对应的符号序列 { ( )相加时，由式(3)可

得： 

}ib 1,2,i = L

1
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当然， ，这是进行加法的先决条件。令1 1( ) [0,x y+ ∈ 1]

i1i is a b= + + ，由于 ，有 ，而不是通

常的{0 。利用式(4)，式(5)所示的等价关系，将符号序列

, {0,1i ia b ∈ } {1,2,3}is ∈

,1}

{ }is 转化成{0 范围内的符号序列{ 。 ,1} }ic

若对第 i进行转化时，低位 1is + 向本位 is 的进位 1_ is C + 有

4 种情况，其中当{ 1,0,1,2}− 1_ 0is C + < 表示为借位；当

1_ 0is C + > 时为进位。根据 is − 1_ is C + 的差值，便有表 1 中

第 1 列所示的情况。表中序列{ 为转化的目标结果。 }ic
表 1  加法操作 iis c→

i

的转化 
Tab.1  Transformation of is c→  in addition 

is − 1_ is C +  ic  _ is C  1is − − _ is C  

− 1 1 − 1 1is − −  ( − 1) 

0 0 0 1is − − 0 

1 1 0 1is − − 0 

2 0 1 1is − − 1 

3 1 1 1is − − 1 

4 0 2 1is − − 2 

确定了一位符号的转化关系后，利用符号间的相互关

系，可实现整串符号的转化。利用表 1 所示关系，易推得整

个符号序列的转换关系： 
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其中 。            , ,( 1), , ( 1), ,1i N n n n= + −L

经过式(7)所示的处理得到 ，即实现了利用两个

混沌符号序列{ ，{ 相加得到另一串符号序列{ ： 

{0,1}ic ∈

}ia }ib }ic
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因此，通过以上混沌符号序列直接运算得到的符号序列{ }

与初值

ic

1 1( )x y+ 直接迭代而获取的符号序列是一样的，记 

1{ } ({ } { })i ic f a bi= +                 (9) 

同理，当有两个符号串相减的情况时，则由式(3)可得

两个符号序列相减的结果： 
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其中要满足 1 1( ) [0,x y 1]− ∈ 。为演化出初值 1 1( )x y− 所对应的

符号序列，将式(10)进行简单的变化，如式(11)所示： 

1
1 1

1

1 ( 1) ( 1)
2

ii i
i

i

a bx y
∞

+

=

+ − −
− = −∑        (11) 

对于式(11)，同样令 1i i is a b= − − ，则 。利用{ 2, 1,0,1}is ∈ − −

is − 1_ is C + 的差值，可得到表 2 所示第 i 位的转化关系： 
表 2  减法操作 is ic→  的转化 

L

Tab.2  Transformation of i is c→  in subtraction 

is − 1_ is C +  ic  s _ iC  1is − − { }hh s→

− 3 1 − 2 1is − − ( − 2) 

− 2 0 − 1 1is − − ( − 1) 

− 1 1 − 1 1is − −  ( − 1) 

0 0 0 1is − − 0 

1 1 0 1is − − 0 

2 0 1 1is − − 1 

3 1 1 1is − − 1 

利用式(7)所示的算法，可得到两串符号序列相减后的结果： 

1
1 1

1

1 ( 1)
2

ii
i

i

cx y
∞

+

=

+
− = −∑                (12) 

记 

2{ } ({ } { })i ic f a bi= −                 (13) 

至此，推倒了初值加减所对应的符号序列可直接采用混

沌符号序列运算得到。那么，乘法呢？也可用同样的方法得

到。两个符号串相乘为 
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∑ 。以上结果实际上是采用 

移位加得到的。再次利用式(7)可得到两个值相乘后所对应的

符号串，表示成如式(3)所示形式： 
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其中 2_ 1 1s C = + c ，可以采用反正法来证明整数 1 {0,1}c ∈ 。 

证明 若 ，则必有 或 。由于有

，则必有 。同样，对于式(16)中的求

和因子，有 
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则当 时，必有 1 1c ≤ −
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即分别有 或 ，这明显与 的前提

条件相违背，故假设不成立，必有 。       证毕 
1 1 0x y⋅ ≤ 1 1 1x y⋅ > 1 1 [0,1]x y⋅ ∈

1 {0,1}c ∈

经过上述证明，式(16)就有如下的形式： 
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符号序列{ 便是初值}ic 1x ， 1y 相乘后所对应的符号序列，记 

3{ } ({ } { })i ic f a b= × i                (21) 

综上所述，针对各个初值对应的符号序列进行加、减及

乘的运算可以完全等价地得到运算后初值所对应的符号序

列，即当知道  A(k=1,2,3 m)所一一对应的符号序列

S，便可得到任意初值

1
k ∈x , ,L

{ }k
i ∈a 1x′ = A 所对应

的符号序列{ } S，即 

1 2
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其中 是以1( )F ⋅ k
ix 为自变量进行加、减及相乘运算的函数，

是根据初值来得到混沌符号序列的函数，函数

， 表示 反复运算

( )T g ⋅o

2 1 2 3( ) { ( ), ( ), ( )}F f f f⋅ ∈ ⋅ ⋅ ⋅ 1
2
mF −

2F 1m − 次。 

4  仿真试验与结果 

卷积和运算是数字信号处理的基础，本文结合有限脉冲

响应(FIR)数字滤波器进行混沌态下卷积和运算来验证上述

运算模型的正确性。设 M 阶 FIR 数字滤波器差分方程为 

0 1 1( ) ( ) ( 1) ( 1)My n h x n h x n h x n M−= + − + + − +L       (23) 

其中 表示滤波系数，0 1 1{ , , , }Mh h h h −= L { ( ),x x n=  ( 1),x n −  

表示系统的激励。 , ( 1))}x n M− +L

对各个滤波系数 及激励输入样值h x ，在仿真中首先将

其归一化，随后对归一化后所得滤波器系数和激励信号按式

(1)进行混沌编码，得到它们所对应的符号序列。若取 M=3，

FIR 数字滤波器的系数 { }0.4,1.0,0.9h = ，激励输入为：

{ }0.6,0.1,0.2,0.7x = ，则由式(1)所示的混沌系统迭代可得到

各个输入样值和参数对应的符号序列如表 3 所示，仅取前面

16 位符号长度(计算精度为 161 2 )。 
表 3 (a)  { }hh s→

Tab.3(a) Transformation of  { }hh s→

h { }hs  

0h =0.4 
0hs =00110011 00110011 

1h =1.0 
1h

s =10101010 10101010 

2h =0.9 
2hs =10110011 00110011 

表 3 (b) { }xs→  x

Tab.3 (b) Transformation of { }xx s→  

x  { }xs  

0x =0.6 
0xs =11001100 11001100 

1x =0.1 
1x

s =01001100 11001100 

2x =0.2 
2xs =01100110 01100110 

3x =0.7 
3xs =11100110 01100110 

在得到 、h x 所对应符号序列后，便可利用式(9)，式(13)，

式(21)，并结合式(23)得到各个输出 所对应的符号序列

的计算公式： 

( )y n

0 03(y h 0
)xs f s s= ×                  . .          (24) 

1 0 1 11 3 3( ( ) ( ))y h x hs f f s s f s s= × + ×
0x

0
)x

1
)x

   .     .      (25) 

2 0 2 1 1 21 3 3 3( ( ) ( ) ( )y h x h x hs f f s s f s s f s s= × + × + ×     (26) 

3 0 3 1 2 21 3 3 3( ( ) ( ) ( )y h x h x hs f f s s f s s f s s= × + × + ×     (27) 

对各式，代入符号序列便有表 4 所示结果： 
表 4  FIR 数字滤波器混沌信号处理与传统卷积方法的结果对比 

Tab.4  Comparison of the results of the chaotic signal processing  
and the traditional convolution method by a FIR filter 

符号序列 ys  
轨道符号所对应

初值 
十进制数

计算值 

0ys =00011001 10011001 0.299988 0.30 

1y
s =11110011 00110001 0.649963 0.65 

2ys =11101000 00111000 0.739944 0.74 

3ys =11110110 10000001 0.639954 0.64 

5  结束语 

从上述实验结果可知，在精度允许范围内，上述所涉及

的混沌符号序列的加、减及乘法运算是与十进制运算完全等

效的。因此，这些运算模型为符号序列的进一步处理提供了

基础，使得数字信号处理中的许多方法也同样可以用混沌运

算来处理，从而达到了混沌态下进行信号处理的目的。 

以上 FIR 数字滤波器仿真试验中，没有用到符号序列相

减的运算，这并不意味减法运算在 FIR数字滤波器中行不通，

只要保证每次减法运算后所对应初值仍保持在混沌系统的

动态范围之内，就可以进行任意的减法运算。 
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