
及 数等 单位 表 位 在

其它方法 的奇异点现象
,

而且单位四元数表示下 的旋转矩阵运算 比较简洁
。

等人 同

和 等人 研究 了基于 单位 四元数的运动参数估计方法
,

其算法最终化为一个二

次型最小化时求解最小特征值及其特征 向量的迭代算法 本文基于旋转矩 阵单位四元数分

解 定理得到一 个运动参数的线性最小二乘估计算法
,

无需复杂的迭代运算
,

计算

速度较快
,

同时文 中给 出 了算法解的唯一性分析和模拟实验结果

旋 转 矩 阵 的 单位 四 元 数 表 示 法

根据运动学理论
,

物体运动可 分解为旋转和平移 设物体特征点 时刻位置和运动后

十 沉 时刻位置分别为 户
,

式
, 坛二 , ,

⋯
, ,

则有如下运动方程成立

尹卜 枷
‘ 从

, , ,

⋯万
,

一 一

收到
, ‘,叹

一

。 一

定稿



证明川 用 。 右乘 式 得

怜
‘

」⋯别
一

叫别
一

⋯,
井

瓮
〕 、 。 。

」、 」一 ”生 又 ‘
’

上式必有 。 ,

动 非零解
,

故一 定存 在单位 四 元数满 足 式
·

现设有两个单位 四 元数 。石
、

引 和 。歹
,

丁 满足 式
,

那 么它们 分别构成对应 的
,

设 。 二 义 ,

则 , 士 此 时 二 口工 二 土工、 二 大 山此知 歹则得

” 二
,

生

设 。 , 护
、 , ,

则 , , 。歹
, 。 二 。歹

,

。了
,

故 人
·

。 二
·

,
·

匕么 。 介。 笋
,

代入 式可得 无 士 由此 二 士 。, ,

。 士 。 ,
,

证毕

定理 称为旋转矩阵的 单位 四 元数 分解 ’ 由 可得 斤 ’
单位 四 元数的关系

如下
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儿 一 艺 《 一
甄日’

云

而 得到后
,

可 由下式得到
,

即

岁一 即

如果做如下定义

。 , 。 ,

⋯。、 , , 。盆
, 。鑫

,

⋯。为
,

材 二 尸尸‘

材 对
,

口 尸 , , 年 ,

。 一 。
,

二 , 一 饥
,

。 一 。



电 子 科 学 学 刊 卷

式等价于 个正则方程组的求解

的
·

。 ,

其中 二 ‘

乏又 。

黝
, 二 艺‘

乏
。

一旦得到 。 。,

则可得两组互为反号的 。
,

。 。

护二
,

根据定理 任取一组即可对应唯一 的旋转矩阵
,

则 式化为

‘ 几 一 艺 一
。 ,

。 ’

万。 一’
,



可得到两个互 为反 向的单位 四元数
,

即得到唯一 的旋转矩阵 证毕

当 二 时讨论 式的解

定理 全 时 式可得到唯一 的旋转矩阵解

证 明 队
,

七 毗 认 全
,

那么 当 时
,

式求解可得

到两个互为反向的旋转轴
,

取其中任意一个为所求的旋转轴即可 而 当 助 时
,

则 由 式也可得到
,

最小二乘意义上的唯一解
,

由约束 。 得到两个

互为反向的旋转轴
,

即对应唯一 的旋转矩阵 证毕

最终求解 时
,

可对 和 分别计算
,

然后将所求的 代入 式
,

取令其最

小 的一个为所求解



图 平移 向量估计误差 图 旋转角估计误差

结 束 语

本文基于 单位 四 元数分解 定理得到一个无需迭代运算的线性运动估计算法
,

它 比文献
,

」的方法简单快速 另外 由于旋转矩 阵 的单位 四 元数表示不存在奇异点
,

故

比其它表示方法 如 反对称矩阵
,

欧拉角
,

旋转轴和 角等 优越 文中还给出算法 的唯一性

分析和模拟实验结果
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