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任意概率分布下Golomb码和扩展Gamma码的性能分析

杨胜天 仇佩亮

(浙江大学信息与电子工程学系 杭州 310027)

摘 要:以信源的平均值给出了任意概率分布下Golomb码的平均码长的上下界和最优的参数选择准则。在Golomb

码的基础上，进一步推广了Elias的Y码，提出了扩展的Y码，同时给出了其性能界和最优的参数选择准则。扩展Y

码是一类通用码，而且在一定的条件下可以达到渐近最优的性能。最后，提出了一个低复杂性的基于Golomb码和

扩展:码的通用数据压缩框架，并通过构建一个样例系统说明了该数据压缩框架的实际应用价值。
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Performance Analysis of Golomb Codes and Extended Gamma Codes

              for Arbitrary Probability Distributions
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Abstract The upper and lower bounds of the average codeword length of Golomb codes for arbitrary probability

distributions as well as an optimal rule for choosing parameters are given in terms of the mean of sources. Furthermore, a

class of extended gamma codes which are the generalization of Elias gamma code is constructed based on Golomb codes.

The performance bounds and an optimal rule for choosing parameters are also given. Extended gamma codes are universal

and can achieve asymptotically optimal performance under some conditions. Finally, a low complexity universal data

compression framework based on Golomb codes and extended gamma codes is presented, and a sample system is

constructed to indicate the significance of the data compression framework in practice.
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1 引言

    Golomb码是Golomb于1966年提出的一类带参数的前

缀码[1]，由一个一元码和一个匹配均匀分布的Huffman码构

成。由于其编码和解码的算法十分简单，到目前为止，己被

广泛地应用于数据压缩领域，如无损图像压缩[2, 31。关于

Golomb码的性能，Gallager等证明了其在单边几何分布

(One-Sided Geometric Distribution, OSGD)下是最优的(41

并给出了参数为0的OSGD下的最优参数准则，即满足01+

01+1 < 1 < 01+01-1的整数l; Szpankowski则进一步分析了其

在OSGD下码字冗余长度的渐近特性[[51。另一方面，Merhav

等在双边几何分布 (Two-Sided Geometric Distribution,

TSGD)下提出了一类性能最优的扩展的Golomb码[61。与这

些理论上的进展相比，在实际中，Golomb码的应用并没有

仅仅局限于OSGD或TSGD的信源，它常常被用于那些具有

近似递减概率特性但确切概率模型未知的信源上[3, 7, 81，因

此，很有必要对Golomb码在任意分布下的性能进行分析。

    本文将在第2节给出Golomb码在具有有限均值的任意

分布下的平均码字长度的上下界，并给出Golomb码达到最

低上下界的参数公式:在第3节中，我们将在Golomb码的

基础上构造一类扩展的了码，并分析了这类码的性能界，进

而证明这类码在非递增概率分布下为通用码，而且可以依据

信源的有关统计信息选择合适的参数，从而获得渐近最优的

性能;在第4节中，我们以Golomb码和扩展Y码为基础，

提出了一个低复杂性的基于整数编码的通用数据压缩框架，

并给出了一个简单的数据压缩系统构建实例和实验结果，进

一步说明了Golomb码、扩展Y码以及该数据压缩框架的实

际应用价值。以下是全文中使用的符号与定义。

    首先，定义集合B二{0,1}，并定义B表示由集合B中

的符号组成的所有有限长度的二进制序列的集合，集合B*

中的任意两个序列a和刀的级联记为叩，序列a的长度记为

回。设一组由可数无穷个码字构成的前缀码C= {c; E B*: l E

2003-09-18收到，2004-05-20改回
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修改的基于正整数的Golomb码。

    定义参数为1 (1 E N')的Golomb码为
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NF}，其中N'- = 11,2,...}。
    其次，定义信源s=(N+, P), N'为信源的字符集，P为

定义在正整数集合上的概率分布函数。于是，信源s的嫡和

均值分别表示为拭尸)三肠卜log p(i)]和脚三肠Iii.(本文中，

log二二1092 x, LXJ*示对:下取整，FA表示对二上取整，(x>二

x一LxJ, x mod y二二一Lx/YJ y.)
    我们将每个码字c，与每个正整数联系起来，那么对于一

个给定的前缀码c和一个给定的信源s，其平均码长为

Br ((i一1)mod1),ic N+
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于是，我们有下面的定理和证明。

    定理

于任意的

对于一个给定的信源s，其均值lu,<}，则对

N'有

L众瓦二EP[I ci Il=叉p(i)}cr I (1) LBO (1, N.r )‘与(GI)‘UB0 (1,1LP ) (9)

式中
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    参照文献[[9』的定义，我们称信源s的概率为非递增的，

是指信源s的概率满足

p(l) >_ p(2) >_⋯>_ P(i) >_⋯ (2)

而将满足式((2)且具有正的有限信源嫡的所有信源s定义为信

源类SB。前缀码c是通用的，当且仅当比率:

LB。(，，;，卜「1O9门·畔ioer}2FLBO (1 �UP) = Flog ll + yP1+1
uB。(，，;尸卜「1O9，。沙嘿 -1UBG(1,UP)=flog11+ ,U'P -2 1+2

下界LBa ("'up)在
LP(C)

max {l, H(P)}
‘Kc， dS E凡 (3) to=Pog up J (12)

前缀码C是渐进最优的，当且仅当比率: 处取到最小值，所以对于所有的1 E N",

LP(C)

max {1, H(P))
‘Rc (H(P))‘Kc，且   lim

H(P)-,-
凡(H(P))=1  (4) LP(GI) :LBo (lo, hr):logyp十，og{舟{          (13)

                                  l lug匕)

)一「1-1}'·，·Flog'“一‘2fiogll一‘一‘一“一‘，mod l)。
由式(1), Golomb码的平均码长为
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    最后，我们还需要定义一些表示二进制序列的记号。令

0:为一个正整数J的标准二进制表示(最左边的比特位必为

1)。例如，(11)2 = 1011。又令[i1:表示正整数.1的去除最高位

的标准二进制表示。例如，[11]:二0110 (j)2和U:的长度分别

记为

    A( j)=1(1)21=Llog j J+1，AU) =1[7121=LlogjJ   (5)

令W)为一个正整数.l的一元表示。例如，(1),=0, (2)(=10,

(3)1 = 110 ,...。显然，W(1=j。令B,(j)为表示0到1-1这1

个整数的分组码，其编码规则为

上界UBo (1,1kP)在

            11=2LIog max(u。一，,1)1 (14)
处取得最小值，且

          UBG(11,1AP)引og max扭P一1,1}+2         (15)

    证明 由Golomb码的定义式(8)以及式(7)知道，一个

参数为1的Golomb码，其码字长度为
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式中B Z, (J)定义为整数J的k比特二进制表示，k=Flog'] e
码字B,力的长度为

        I BI(i) J=Flog1〕一u(2110gll一1一1一J)         (7)
式中u(x)为阶跃函数(当x ? 0, u(x) = 1，否则u(x) = 0).

2 任意分布下Golomb码的性能分析

    本节将给出Golomb码在具有有限均值的任意分布下的

平均码字长度的上下界，并给出使Golomb码达到最低上下

界的参数公式。原始的Golomb码是基于非负整数的，本文

为与描述整数码的文献保持一致，所以给出了以下这个略微

「.__门.拜P一且
11Vrt I T一了一

一}, P(I)[{T 1 1)二(2「一〕一1-1-(，一1) mod l)
r,,._门，并P一)
I‘u乙‘{甲下厂.+1一I  Il=0 U-0 mod i=i,

        佗N+
，(‘)「子二‘2flogll一‘一‘一力一

r,..}门，拜P一1
1’U9'1104 I，一万一+1一叉P(l )w(., l) (1b)

式中
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P(j)= 叉 p(i)
(1-q mod i=I
    iE N'

w(j,1)=子+u(2f logl，一‘一，一I)

因为当0<_j<-1-1时，

              2flogll
一I<-W(j,1)-<

2 f log ll一1
    1

所以结合式(16)便可推出式(9)，式(10)和式(11)0

    通过观察，可以注意到如果「log 11= Flog"]，并且1<1',

那么LBG (1, UP) > LB., (1',iup)，所以函数LBG(1�up)的最小值

只可能取在1=2k (k>_0)。然后，我们计算如下的差式:

            ，。 ‘，k+l二、 ，D ，，k。。、_， 并 ，、
          LBW (2K，‘  , UP)一LBc (2‘ , up) =1一去洽. (17)                  U、 ’·’ 一” ‘’ 2-钊

由式(17)知，当2k+1‘UP时，LB, (2k+l， UP) S LBo (2k, UP)，

而当2k+l>'UP时，LB, (2k+1， UP) > LB, (2k�up)。因此函数

LBW (2 k "Up)的最小值就是取在满足不等式2 k+l>JUP的最小

非负整数k上。通过解不等式，就可以推出式((12)。于是，

对于所有1E N%

  LP (GI ):LBG (10, JUP)=log yP+2(log,tp}一(logy小

由微积分的知识知道，函数式x) = 2x一x (0<-x< 0的最小

源的均值决定。当然，由文献[10]的Lemma 1知道，Golomb

码并不是通用码，所以在第3节中，我们将以Golomb码为

基础构造一类带参数的通用码。

3 扩展的了码

    Elias y码是Elias在文献[[9]中提出的一类通用码，本

节将以Golomb码为基础推广Elias y码。我们首先来看一

下这种码的具体形式，这里将考察Y码的一个变种，如下:

Y(i) = (A(i)), [ill。可以注意到，Y码的一个特点就是其码字

中包含着一个一元码，即参数为1的Golomb码，所以可以

很自然地想到将参数为 1的Golomb码替换为参数为1的

Golomb码，于是我们有以下扩展的Y码:

      r,={y1(i):Y1(i)=g,(A(i))[i]Z,ic N+ l      (18)

扩展Y码的一个子类(即I取值为2的幂次)在文献【川中从

其他角度被提出过。

    首先分析扩展Y码在任意分布下的性能，于是有如下定

理。

    定理2 对于一个给定的信源S，定义其取整对数均值

为

值取在满足f '(x) = 0的值上，即xo = log loge，所以，

LB_‘1.“。 ):，。:“。十:log log一;。。，。:。=lo。十;。:(
一G“  0I尸  P，一’-51 0P’一 ’一，‘一”“一’”“”P”一“(
式(13)得证。

v，二Er [}(i)}=E P(i)LlogiJ (19)

并且VP < o0，则对于任意的I任NF有

LBr(I,vp) <_ LP(r1) <_ UBr(l,vp) (20)
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    与下界函数的证明类似，同理可以证明上界函数在式

(14)处取得最小值，而且当1=1,时，

    UBG (11, up)
LB,(/,V,)=‘，+})二‘rlogll-

2llogll一1
    1

=tlog max {,u，一1,1}」+

‘[log max {,u，一1,1小

    Yp一1
2Llogmax(up-1'1)J

max {,up一1,1)
2LIog max(up -1,0J

式中

下界

UB,, (l, vp )=(‘+})二+Flog']-
2flog1l_— + 2

LB,. (l,v p)在

=log max (j,，一l, l)+2(log max(u，一‘'I))-}logmax{,up 1,1})+1 to=2LIog(vp+I)J (23)

  5 log max {,u，一，,1)+:
式中(a)利用了不等式2xSx+1 (0<_x< 1)，从而式(15)得证。

                                              证毕

    定理 1不仅给出了具有有限均值的任意分布下Golomb

码平均码字长度的最紧的上下界，而且还分别给出了Golomb

码达到最低上下界的参数公式，特别是式(14)，它给出了在

已知信源均值的条件下Golomb码参数的最优选择准则，这

对于实际的应用是非常有指导意义的。从式(13)和式((15)来

看，在任意的有限均值分布下，Golomb码的最优平均码长

大约近似为loglup，所以Golomb码的最优性能几乎完全由信

处取到最小值，所以对于所有的1 E N+,

Lp(I-1) ? LBr(1o>vp) >_一((vp + 1)一{e)      (24)loge)
上界UBr(l,vp)在

1;=2LIog max(vp,l )J (25)

处取到最小值，且当1= l;时，

          UBr(l;,vp)<_vp+log max (v p, l}+2        (26)

    证明 由扩展Y码的定义式(18)可以计算得到其码字

长度为}Y,(i)卜1g, (n(i))卜.1(i)，所以，由式(1)，参数为1的
扩展 v码的平均码长为
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LP(ri)=I，(‘)[}g, (n(i)) I+又(‘)]

(o)=VP+Lr艺，(，)I gi(i) I =vp十LP'(GI)      (27)
          jeN' A(i)=j,ie N;

式中概率分布P'定义为

                P，(j)二 I  P(l)
A(i)=j,ie N'

而步骤(a)利用了式(19)以及求和式的恒等变换。又因为

.up,=艺ip,(l )=叉P(l)n(l)(_a)vp+1 (28)
                jeN'            ie N'

式中(a)利用了定义式(5)和式(19)，所以，结合式(27)，式(28)

和定理1的结论，就可以依次推出式(20)~式(26)。 证毕

    进一步，如果信源S E SB，我们有以下的推论。

    推论1 如果SE凡，那么对于任意的lc Ǹ有

以采用预测技术将信号变换为误差信号，再通过由整数到正

整数的一个变换，就可以得到概率分布近似递减的信源 (如

文献[[2] )，又如一般的文本数据，可以采用Burrows-Wheeler

，变换(BWT) [I6]和Move-to-Front (MTF)变换[I7]对数据进

行处理，也可以得到概率分布近似递减的信源。然后，将预

处理后的数据编码为Golomb码或扩展Y码，其参数的选择

由脚或VP来确定。在具体实现中，这两个统计值可以用逐个

样本的自适应模式去估计，也可以用逐块样本的非自适应模

式去计算，然后将参数写在每块数据的头部。

基于整数编码的通用数据压缩框架

LP(ri):(，+} )H(P)+Flogll-
2Flogi1_一 + 2

(29)

而且

LP(ri; )‘H(P)+log max (H(P),1)+2 (30)

式中叮由式(25)定义。

证明 因为SE凡，所以由文献〔12]的Wyner不等式

矢口，

Vp=凡[AO)] ‘Ep[logi]‘H(P) (31)

由式(22)，式(26)和式(31)便可分别推出式(29)和式(30).

                                                证毕

    根据式((3)和式(29)可以知道扩展Y码是一类通用码，

当H(P)趋向于无穷时，其平均码长大约为((1+1/0H(P)，因为

!?1，所以其系数可以随I在1到2之间变动。具有类似性

质的带参数码有文献[13]提出的基于斐波那契(Fibonacci )

计数系统的编码方案，以及文献[[14,15]提出的基于Flag策略

的两类编码方案。但是斐波那契码的编解码算法较复杂，而

基于Flag策略的码字长度并不是单调不增的，所以相比这3

类方案，虽然扩展Y码不具有自同步的鲁棒(Robust)码特

性，但对于一般的数据压缩应用却是首选的方案。

4 一个低复杂性的通用数据压缩框架

    我们以此框架为基础，通过在预处理阶段采用MTF变

换，构建了一个简单的通用数据压缩样例系统，以此说明

Golomb码和，码的实际应用价值。MTF变换的主要原理就
是通过自适应的方式对各字符进行重新排列，使高概率字符

趋向于排在低概率字符的前面，然后输出重新排列后的列表

索引。文献[17, 18]中的理论分析表明MTF配合渐近最优的

整数编码，同时结合字符扩展技术，可以达到渐近于信源嫡

率的性能。在该系统中，我们让Golomb码和Y码分别工作

于自适应与非自适应方式，其对于Calgary Corpus数据测试

集的压缩结果如表 1，表中也列出了数据测试集的平均一阶

嫡。

              表1  Calgary Corpus的压缩结果

压缩方案 平均码字长度(bit/symbol )

数据测试集平均一阶嫡

Golomb码 (非自适应方式)

Golomb码 (自适应方式)

扩展Y码(非自适应方式)

扩展Y码(自适应方式)

4.909

5.484

5.319

6.032

5.816

5 结论

    本节将以Golomb码和扩展Y码为基础，给出一个低复

杂性的基于整数编码的通用数据压缩框架，这是一个两阶段

的框架系统 (如图1)。首先，对数据进行预处理，其目的就

是将不同的数据类型都变换为一个以正整数为字符集而概

率分布为近似递减的信源。因此，对于不同的数据类型会采

用不同的预处理技术，如声音、图形等的连续信号数据，可

    本文通过对任意分布下Golomb码和扩展Y码的性能分

析，实际上给出了两类包含最优参数选择准则的自适应编码

方案。不同于霍夫曼编码要求己知信源的概率分布，这两类

码在参数脚和VP确定时，其最优的参数和最优的平均码长就

己经基本确定。特别是扩展Y码，当己知VP时，它可以达到

渐近最优的性能。因此，这两类码都十分适合应用于要求低

复杂性的自适应数据压缩方案，结合最后我们提出的一个低

复杂性的基于整数编码的通用数据压缩框架，实际上给出了
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一整套行之有效的压缩系统设计方法，这对于实际压缩系统 [[10]

的设计具有重要的指导意义。
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