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一种基于有序二元决策图和布尔函数性质计算网络可靠性的算法 
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摘  要：有序二元决策图(OBDD)被广泛用到网络可靠度的计算中，在基于 OBDD 计算网络可靠度时，其计算时

间主要取决于参与操作的 OBDD 的大小，而 OBDD 的大小严重依赖于 OBDD 的变量序。该文根据布尔函数的性

质和 OBDD 原理提出一种优化计算网络可靠性的算法(BF-OBDD)，提高计算网络可靠性的效率。实验结果表明改

进的算法有较少的 OBDD 节点数量，在计算网络可靠性时，花费的时间较少。 
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Abstract: Ordered Binary Decision Diagram (OBDD) is commonly used in network reliability calculation. When 

evaluating the network reliability based on OBDD, computation time mainly depends on the size of the operating 

OBDD, which mostly relies on the variable ordering of OBDD. An algorithm is called BF-OBDD which is 

considered as the Boolean Function-OBDD, and it is the optimization algorithm for computing the reliability of the 

network. This paper shows that the reliability of network can be improved considerably by using of the proposed 

BF-OBDD algorithm. The experimental results demonstrate that the improved algorithm has less OBDD node 

numbers which cost less time when calculating the network reliability.  
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1  引言  

随着网络的快速发展，网络的可靠性在网络分

析和设计中越来越重要，成为定量计算和定性分析

中非常重要的性能指标。复杂网络一旦出现故障就

会导致灾难性的后果。在 IEEE90 标准中把网络可

靠性定义为“网络在规定时间和规定条件下完成它

所需要完成功能的能力”。本文基于有序二元决策图

(Ordered Binary Decision Diagram, OBDD)算法对

网络连通可靠性进行了分析。 
目前国内外学者对网络可靠性计算进行了大量

的研究，主要分为两种类型，第 1 种是枚举最小路
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径集或最小割集[1]。最小路径集是包含所有最小路径

的集合。当最小路径集中至少有一条最小路径是正

常工作的，则表示网络是正常工作的。将网络可靠

度表示为全部最小路径集的并，然后采用容斥原理

法或不交化算法对其进行处理。这种方法在计算复

杂网络的可靠度时，效率很低。第 2 种是基于网络

拓扑图[2]，通过对网络拓扑图中的边进行逐一分析，

当边正常工作时，则压缩与该边相连的两端为一个

节点，当边故障时，则删除该边。以此原则来分析

网络的可靠性。当网络复杂，该算法需要分析很多

条边，计算效率低。 
自文献[3]于 1978 年提出全新的数据结构二元

决策图(Binary Decision Diagram, BDD)以来，BDD
被广泛用于网络可靠度的计算中[4]。基于 BDD 计算

网络可靠度的算法具有节省数据结构空间和时间计
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算效率高的优点。在基于 OBDD 计算网络可靠度

时，其计算时间主要取决于参与操作的 OBDD 的大

小，而OBDD的大小严重依赖于OBDD的变量序[5]。

文献[6]提出基于网络拓扑图得到变量序来计算网络

可靠性。本文根据网络拓扑图和布尔函数的性质提

出一种优化的基于网络拓扑图的变量排序算法

(Boolean Function-OBDD, BF-OBDD)，并与文献

[6]提出的算法和基于网络拓扑图的深度优先算法进

行比较，结果表明本算法产生的节点数较少，花费

的时间较低。 

2  OBDD 原理 

2.1 BDD 
BDD 是布尔函数的图形表示形式，BDD 采用

二叉树形式表示一个布尔函数。  
定义 1   BDD 是有向的、节点具有标号的二

叉树(V,N)，其中 V 表示节点集，N 表示标号集。V
中包含两类节点：具有节点值 value( ) {0,1}v ∈ 的叶

节点和具有标号 index( )v N∈ 的内部节点，内部节

点有两个子节点：左子节点 high( )v 和右子节点

low( )v 。其中对于内部节点 v ，若左子节点也是内

部节点，则 index( ) index(high( ))v v< 。同样，若右

子节点也是内部节点，则 index( ) index(low( ))v v<  。 
定义 2  一个 BDD 中以节点v 为根的子树表

示的布尔逻辑函数 vf 为 
(1)当v 是叶节点时， value( ) {0,1}vf v= ∈ 。 
(2)当v 是具有标号 index( )v i= 的内部节点时，

则 vf  可以表示为[7] 

1 2 low( ) 1 2

high( ) 1 2

( , , , ) ( , , , )

                      ( , , , )

v n i v n

i v n

f x x x x f x x x

x f x x x

= ⋅

+ ⋅    (1) 

由上述定义 1 可看出，BDD 是一个有根节点的

有序二叉树，每个分支代表节点变量的一次取值(左
支取 1，右支取 0)。从根节点出发到叶结点的每条

路径都表示布尔函数中各变量的一次赋值。 
2.2 OBDD 

有序二元决策图(OBDD)和二元决策图(BDD)
的区别为 OBDD 有确定的变量序 [8]。即任一有向路

径上的变量 1 2, , , nx x x  均以变量序 Γ 所规定的次

序依次出现。 
在有序二元决策图(OBDD)中，若节点满足以

下两种性质，则称节点是相等的[9]： 
(1)两个叶节点的值对应相等。 
(2)对于 .var .varu v= 的不同内部节点 u 和 v ，

若 .high= .highu v 且 .low= .lowu v 。  

其中 var表示节点u 的标记变量，high 表示节点u 的

左子节点， low 表示节点u 的右子节点。 

对于满足上述条件的 OBDD 节点，可以应用如

下简化规则，有效地简化 OBDD 结构[10]： 
(1)将叶节点为 1 的节点合并成一个节点，将叶

节点为 0 的节点合并成一个节点。 
(2)对内部节点u ，如果 .low .highu u= ，则删除

节点u ，并将节点u 的父节点直接连接至 .lowu 所对

应的节点。 
(3)对内部节点 u 和 v ，如果 .var .varu v= , 

.lowu = .lowv 且 .high .highu v= ，则删除节点u ，并

将节点u 的父节点直接连接至节点v 。 

3  最小路径集及布尔函数性质 

3.1 最小路径集基本原理 
网络是由一些节点以及连接某些节点对之间的

边组成的一个图形。从指定的节点 A，经过一边序

列(或其中的一部分边)可以到达节点 B，则称这个

边序列为从 A 到 B 的一条路径。从节点 A 到节点 B
的边序列称为一条最小路径，则满足：(1)它是一条

路径；(2)最小性。即从这个边序列中除去任意一条

边后它即不是从 A 到 B 的路径，最小路径中包含的

边数称为它的长度[11]。 

假设网络系统有n 条最小路径，第 i 条最小路径

表示为 ( 1,2, , )iL i n= 。基于 OBDD 计算网络可靠

性的基本思想：找出在网络中所求两节点的所有最

小路径集 1 2, , , nL L L ，两节点连通正常表示至少有

一条最小路径正常工作，用F 表示网络正常工作时

的逻辑结构函数，则有 

1

n

i
i

F L
=

= ∪                (2)  

3.2 布尔函数性质 

设 ,a b 是布尔函数，根据布尔函数的定义，则有

布尔函数的基本性质： 

(1)(吸收律)a ab a+ = ； 

(2)(0-1 律) 0 0a ⋅ = , 1 1a + = , 1a a⋅ = 。 

布尔函数 1 2( , , , )nf x x x 在不同输入模式下形成

一个布尔函数集合，成为该布尔函数的函数族，并

记为 1 2# ( , , , )nf x x x ，OBDD 是用于表示布尔函数

族 1 2# ( , , , )nf x x x 的一颗二叉树，其中 OBDD 中的

内部节点对应于某一输入下的布尔函数 [12]。对于

index( )v i= 的 OBDD 内部节点的左分支，即左分

支的父节点对变量 ix 取 1，根据布尔函数 0-1 律，左

分支对应的是不含有变量 ix 的布尔函数。消去变量

ix 后的左分支，若存在a ab+ 式子，由布尔函数吸

收律可消去ab ，简化布尔函数转化为 OBDD 的计

算复杂度。 
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4  基于 OBDD 计算网络可靠性算法 

4.1 基于网络拓扑图得到 OBDD 变量序 
由第 3.2 小节提到布尔函数吸收律的性质，本

文提出基于网络拓扑图得到 OBDD 变量序的算法，

算法步骤如下： 
步骤 1  从网络拓扑图中找出从源点到目的节

点的最长最小路径，并将其边依次排在变量排序的

最后； 
步骤 2  从网络拓扑图中找出从源点到目的节

点的最短最小路径，将最短最小路径中未出现在变

量排序中的边依次排在变量排序的最前面； 
步骤 3  继续搜索网络拓扑图中的最短最小路

径，将该最小路径中未出现在变量序的边排在已存

变量序之后。若无最短最小路径则转到步骤 4； 
步骤 4  从网络拓扑图中找出从源点到目的节

点的次短最小路径，将最短最小路径中未出现在变

量排序中的边，放在已存变量序的后面； 
步骤 5  继续搜索网络拓扑图中的次短最小路

径，将该最小路径中未出现在变量序的边排在已存

变量序之后。若无次短最小路径则转到步骤 6； 
步骤 6  按照最小路径的长度从短到长对最小

路径依次进行选择，直到网络中所有的边都放进变

量序中。 
其中若有相同长度的最小路径，则根据最小路

径中边的排序依次比较边的编号，先选择边的编号

大的最小路径。 
由布尔函数的吸收律a ab a+ = 的性质，本算法

的基本思想：先考虑出现在最短最小路径且不在最

长最小路径的边，最后再处理出现在最长最小路径

的边。根据本算法，当对 OBDD 节点 1 分支取值的

时候，网络的逻辑结构函数先对出现在最短最小路

径且不在最长最小路径的边进行取 1，根据 1a a⋅ = ，

当网络规模很大时，经过对该条边取 1 值可以得到

包含在最长最小路径的边序列，根据a ab a+ = ，可

以将最长最小路径约去，依次对出现在较短最小路

径的边取 1 值，可以约去大量的最长最小路径和次

长最小路径，减少 OBDD 节点数量，快速到达

OBDD 的叶节点 1，降低计算复杂度。 
4.2 计算网络可靠性的步骤 

步骤 1  由网络拓扑图求最小路径集，当网络

中节点数很大时，邻接矩阵往往是稀疏矩阵，因此

用邻接矩阵求最小路径集时要大容量去存储并进行

运算，本文采用节点遍历法来求得最小路径集。设

有n 条最小路径集，则逻辑结构函数为 

1

n

i
i

F L
=

= ∑                 (3) 

步骤 2  由网络拓扑图，结合本文提出的算法

得到 OBDD 变量序； 
步骤 3  依据得到的 OBDD 变量序将逻辑结

构函数用 OBDD 表示，本文在仿真中用哈希表来存

储 OBDD 节点[13]。用哈希表来存储 OBDD 节点能

保证生成的 BDD 节点是唯一的，并且能提高查找

速度； 
步骤 4  从OBDD的根节点搜索到叶节点 1的

路径，可得到逻辑结构函数的不交化结果； 
步骤 5  由步骤 4 可得到网络可靠性计算符号

表达式：Rs Prob( )f= 。 

5  算法示例和仿真 

以图 1 所示的网络拓扑图为例进行说明，其中

节点 1 为源节点，节点 6 为目的节点。 

 

图 1 网络拓扑图 

5.1 OBDD 变量序 
(1)首先求出节点 1 到节点 6 的最小路径集为

3 4 7 8 3 4 6 3 5 1 2{ , , , }X X X X X X X X X X X 。 
(2)将最长最小路径 3 4 7 8X X X X 依次放进变量序

Γ 的最后。 
(3)考虑最短最小路径 3 5 1 2,X X X X ，由于 3X 的

编号比 1X 大，所以先考虑最小路径 3 5X X ，因为 3X

已出现在变量序中，所以排除 3X ，将 5X 放在变量

序Γ 的最前面。 
(4)处理最小路径 1 2X X ，因 1 2X X 在变量序中未

出现，故将变量序 1 2X X 依次放在已存变量序后面。 
(5)考虑最小路径 3 4 6X X X ，只有 6X 未出现在变

量序中，所以将 6X 放在变量 2X 的后面。 
所以最后得到变量序： 5 1 2 6 3{ , , , , ,X X X X XΓ =  

4 7 8, , }X X X  
5.2 计算网络可靠性 

(1)首先求出节点 1 到节点 6 的最小路径集为

3 4 7 8 3 4 6 3 5 1 2{ , , , }X X X X X X X X X X X 。由最小路径集得

到逻辑结构函数 
3 4 7 8 3 4 6 3 5 1 2F X X X X X X X X X X X= + + +  

(2)按照 OBDD 的变量序对逻辑结构函数进行

不交化处理得到 OBDD，如图 2 所示。 
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图 2  OBDD 图形 

(3)在 OBDD 图中搜索从根节点到叶节点 1 的

路径，得到不交化的逻辑结构函数为 
2 1 5 15 1 2 5 1 3 5 3 6 3 4

5 2 5 2 61 6 3 4 1 3 4 7 8

5 1 6 3 4 7 8

+

      

f X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X

= + +

+ +

+

　　　  

(4)网络可靠性计算符号表达式为 
25 1 2 5 1 3

5 1 6 3 4

5 2 61 3 4 7

5 1 68 3 4 7

5 28 1 6 3 4

Rs ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

R X R X R X R X R X R X R X

R X R X R X R X R X

R X R X R X R X R X R X R X

R X R X R X R X R X R X R X

R X R X R X R X R X R X R X

= +

+

+

⋅ +

⋅ +

15 3

)

       ( ) ( ) ( )R X R X R X+

 

其中， ( ) 1 ( ), ( )i i iR X R X R X= − 为边 iX 的可靠度。

假设示例网络中的边的可靠度都为 0.9，根据网络可

靠性计算符号表达式可得网络可靠性Rs 0.898= 。 
5.3 仿真 

本文用C++语言来编写程序，图3是实验网络，

包括在很多网络可靠度论文中出现过的网络，常被

用来检验算法的可行性 [14 16]− 。网络中的黑点代表源

节点和目的节点，其中 s 代表源节点，t 代表目的节

点。本实验通过对比文献[6]提出的 OBDD 变量排序

部分算法和基于深度优先得到 OBDD 变量序算法

来评估本文提出算法的可行性。 

 

图 3 实验网络 

实验结果分别用图4、图5和图6表示，横坐标表

示的是对应的网络拓扑图，纵坐标数值用指数形式

表示。其中排序2和排序3为文献[6]提出的OBDD变

量排序算法2和算法3。其中图4记录的是OBDD的节

点数量，如在分析第8个网络可靠性时，基于本算法

得到的OBDD节点数量为1795个，其它3种算法得到

的节点数分别为2959个、3063个和9084个；图5记录

的是创建OBDD图形所花费的时间；图6表示的是计

算网络可靠性所花费的时间，当计算第8个网络可靠

性时，BF-OBDD所花费的时间为16.5 s，其余3种

算法所花费的时间分别为30.2 s, 233.0 s和25.2 s。根

据图4可知，基于BF-OBDD算法计算网络可靠性时

可以产生较少的OBDD节点数量。根据图5可知根据

BF-OBDD算法在创建OBDD图形时花费的时间较

少，由图6可以得到BF-OBDD算法在进行网络可靠

性计算时，花费的时间较少。 

6  结束语 

在基于 OBDD 计算网络可靠性时，其计算时间

主要取决于参与操作的 OBDD 的大小，而 OBDD

的大小严重依赖于 OBDD 的变量序。本文从网络拓

扑图得到 OBDD 的变量序，由布尔函数的性质和

OBDD 原理提出了 BF-OBDD 算法，在计算网络可 

 
图4  OBDD节点数量                     图5  OBDD节点创建时间                   图6 可靠性计算时间 
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靠性时根据本算法能得到较少的 OBDD 节点数量，

计算运行的时间较少。 
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