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基于框式约束的快速全变差图像泊松去噪算法 

金正猛
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(南京邮电大学理学院  南京  210046)  

摘  要：该文首先从变分学的角度分析 Le 等人(2007)基于全变差的图像泊松去噪模型，得到该模型解的一框式约

束限制。在此基础上，结合交替方向乘子算法(ADMM)，给出了基于框式约束的快速全变差图像泊松去噪算法，

并证明了该算法的收敛性。最后，数值实验结果验证了该快速算法的可行性与有效性。 
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A Fast Total Variation Algorithm Based on Box 
Constraint for Poisson Noise Removal 

Jin Zheng-meng    Yang Yan 
(School of Science, Nanjing University of Posts and Telecommunications, Nanjing 210046, China) 

Abstract: This study firstly analyzes the model for Poisson noise removal by Le et al. (2007) from the view of 

calculus of variations, and gets a box constraint of the solution to the model. Then by incorporating the 

Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) algorithm, a fast total variation algorithm based on box 

constraint is proposed to solve the above model numerically, and the convergence of the fast algorithm is proved. 

Finally, experimental results are reported to demonstrate the feasibility and effectiveness of this algorithm.  
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1  引言  

图像去噪是图像处理至关重要的一方面，也是

图像预处理的重要内容。根据噪声与图像信号的关

系。一般情况下，图像中的噪声大概可以被分为两

类：加性噪声与乘性噪声。常见的加性噪声有高斯

噪声和椒盐噪声。目前对加性噪声的处理方法较多，

如：均值滤波方法、中值滤波方法和自适应维纳滤

波方法等。这些方法针对一般的加性高斯噪声处理

效果较好，已被广泛地应用于图像去噪的各个领域

中。然而，在很多现实的图像中，噪声呈现出与信

号相关的特征，如天文成像、计算X射线成像

(Computer X-Ray photo graphys, CR)、荧光共焦

成像等。获取的图像往往受到量子噪声的干扰，这

类噪声是与图像信号相关的，并且服从泊松(Poisson)
分布，人们称之为泊松噪声。对于泊松噪声的处理，

经典的维纳滤波方法、小波阔值收缩方法在某些情

况下可以取得较好的效果 [ ]1 ，但是这些方法容易失
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去图像的边缘信息，造成一定程度的模糊。另外，

文献[2,3]用偏微分方程的方法进行图像泊松的去噪

也取得了不错的效果。最近，一些新的应用领域中

的乘性噪声(如：B超医学图像中的Raleigh噪声、

SAR图像中的Gamma噪声)引起了人们的广泛关

注，涌现出很多新的图像去噪方法[4,5]。 
本文关注的是基于变分偏微分方程的图像泊松

去噪方法。基于变分偏微分方程的图像去噪方法可

追溯到文献[6]的工作，它提出了图像去噪的全变分

(Total Variation,TV)模型。该模型在去噪同时能很

好地保持图像的边缘，数值实验结果表明TV模型对

于传统的加性噪声有很好的去噪效果。文献[7]假设

图像中的泊松噪声满足加性噪声模型，利用最大后

验估计(Maximum A Posteriori, MAP)方法推导出

去除泊松噪声的变分模型(Le模型)。并用梯度下降

法来求解该模型的数值解。注意到该方法收敛速度

较慢且要求 0u > 以保证模型的凸性。在本文中，首

先从变分学的角度分析Le模型，得到该模型解的一

框式约束(Box Constraint)限制已达到松弛 0u > 这

一硬性约束。在此基础上，结合交替方向乘子算法

(Alternating Direction Method of Multipliers, 
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ADMM)，本文给出基于框式约束的快速全变差图

像泊松去噪算法(CADMM算法)，并证明该算法的

收敛性。最后，通过数值实验验证该快速算法的可

行性与有效性。 
本文第1节介绍了图像中噪声的分类与一些去

除噪声的算法；第2节从变分学的角度分析Le模型，

并给出该模型解的一框式约束；第3节给出该模型的

快速数值求解算法，并证明该算法的收敛性；最后

通过演示数值实验结果，证明了本文所提算法的可

行性与有效性。 

2  模型的理论分析 

    在基于变分方法的图像去噪应用中，经典的全

变差(TV)模型可表示为求泛函的极小值： 
2min d d

u
u x f u x

Ω Ω
λ∇ + −∫ ∫       (1) 

其中 BV( )u Ω∈ , du x
Ω
∇∫ 表示函数u 的全变差， 

0λ > 是权重系数。文献[7]提出的变分模型(称之为

Le模型)去除图像中的泊松噪声为 

 ( )
0

min d ln d
u

u x u f u x
Ω Ω

α
>

∇ + −∫ ∫      (2) 

在本文中，假设Ω 是 2R 中具有Lipschitz连续边

界 的 有 界 局 域 ， 这 里 要 求 ( ) ( )f x L Ω∞∈ ， 且 

inf ( ) 0f xΩ > ，令 inf ( )a f xΩ= , sup ( )b f xΩ= 。 
本节将从变分学的角度分析Le模型，记 

( )( ) : d ln dE u u x u f u x
Ω Ω

α= ∇ + −∫ ∫     (3) 

事实上，在文献[7]中，Le等人已经证明了Le模型(式
(2))的解在 ( )BV Ω 空间中的存在唯一性。接下来，

本文给出Le模型解的存在唯一性一新的证明，在此

基础上得出解的重要的框式约束。 
定 理 1  假 设 式 (2) 中 ( ) ( )f x L Ω∞∈ ， 且 

inf ( ) 0f xΩ > ，则变分问题 

( ){ }BV , 0
min ( )

u u
E u

Ω∈ >
 

存在唯一解 ( )u x 且对任意的x Ω∈ ，满足： 
( )a u x b≤ ≤               (4) 

证明  令 ( ) lnh s s f s= − ，考虑该变分问题的极

小化序列 1{ ( )} BV( )n nu x Ω∞
= ⊂ ，对任意的 x Ω∈ , 

n N∈ ，使其满足 ( )na u x b≤ ≤ 。 

首先，因为 ( ) ( )f x L Ω∞∈ 且 ( )inf 0f xΩ > ，通过

构造一个序列 { ( )} ( )nf x C Ω∞⊂ 使得在 1( )L Ω 中

( ) ( )nf x f x→ ，当n → ∞时，对任意的 x Ω∈ ，有 

inf ( ) ( ) sup ( )nf x f x f xΩ Ω≤ ≤          (5) 

如果用这里的 ( )nf x 来代替式(3)中的 ( )f x ，则对于任

意的 x Ω∈ ,n N∈ ，当 (0, ( ))ns f x∈ 时， ( )h s 是减小

的，当 ( ( ), )ns f x∈ +∞ 时， ( )h s 是增大的。因此，当

( )nA f x≥ 对所有的任意的 x Ω∈ ,n N∈ 成立时，有 
min( , ) lnmin( , ) lns A f s A s f s− ≤ −  

又由式(5)中 sup ( ) ( )nb f x f xΩ= ≥ ，因此，令A b= ，

有 

(min( , ) ln min( , ))d ( ln )dn nu b f u b x u f u x
Ω Ω

− ≤ −∫ ∫  

在上述不等式中，令n → ∞，由勒贝格收敛定

理和式(5)，得出 

(min( , ) ln min( , ))d ( ln )du b f u b x u f u x
Ω Ω

− ≤ −∫ ∫ (6) 

再利用文献[8]的结论得出 

min( , )d du b x u x
Ω Ω
∇ ∇≤∫ ∫        (7) 

结合式(6)和式(7)，得出 
( )min( , ) ( )E u b E u≤  

按照以上类似的证明过程也可以得到 (max( ,E u  

)) ( )a E u≤ ，所以假设中的限制 ( )na u x b≤ ≤ 是成立

的。                                     证毕 
接下来，证明存在 ( ) BV( )u x Ω∈ ，使得 ( )E u =  

BV( )
min ( )

v
E v

Ω∈
。通过前面的证明，可以看出{ ( )}nu x 在 

1( )L Ω 中有界。因此，由{ ( )}nu x 的定义，得到存在

一个常数C 使得 

d ( )dn nu x h u x C
Ω Ω
∇ + ≤∫ ∫        (8) 

又因为 ( )na u x b≤ ≤ , [ ],h C a b∈ ，知道 ( )nh u 是有界 

的，再由式(8)得 dnu x C
Ω
∇ ≤∫ 。因此，得到{ ( )}nu x  

在BV( )Ω 中是有界的。通过BV函数空间的紧性，得

到：存在 ( ) BV( )u x Ω∈ ，使得
1( )( ) ( )L

nu x u xΩ⎯⎯⎯⎯→  且
( ) ( )nu x u x⎯⎯⎯→a.e 在Ω 上，且对任意的 x Ω∈ ，有

0 ( )a u x b< ≤ ≤ 。接下来，利用BV函数的下半连续

性与Fatou引理，得到 ( )u x 是式(2)的解，且满足式

(4)。 

由 2( ) /h'' s f s= ，当 0s > , ( )h s 是严格凸的，故

该变分问题解满足框式约束式(4)时，泛函 ( )E u 是严

格凸的。因此，容易得到该变分问题解的唯一性。 

证毕 
通过以上分析，发现与原变分模型(式(2))等价

的带框式约束模型为 

( )
( )

BV
min | |d ln d

u
u x u f u x

Ω ΩΩ
α

∈
∇ + −∫ ∫     (9) 

满足对任意的 x Ω∈ ， 
( )a u x b≤ ≤               (10) 

而且，还发现当式(9)中的泛函满足式(10)时，该模

型是严格凸的。因此，可以利用基于凸优化的交替

方向乘子算法(ADMM)，给出模型式(9)和式(10)的

快速数值求解算法，并证明该算法的收敛性。 
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3  本文算法与收敛性分析 

经典ADMM算法最早由文献[9]提出，它已经在

图像处理等领域得到了广泛的应用 [ ]10,11 ，其求解问

题的基本思想是引入几个辅助变量，替换原问题中

较难处理的部分。下面结合ADMM算法，给出式(9)
和式(10)的一个快速数值求解方法(称为CADMM
算法)的步骤： 

首先引入两个辅助变量d , z ，式(9)和式(10)可
等价转化为 

( )
, ,

min d ln d

s.t.   ,  , 
z u

x z f z x

u z u a z b
Ω Ω

α ⎫⎪+ − ⎪⎪⎬⎪= ∇ = ≤ ≤ ⎪⎪⎭

∫ ∫d
d

d
     (11) 

将上述问题转化成无约束问题，其增广Lagrange函
数为 

( )

1 2

, ,

2T 1
1 2

22
        22

( , , ,

min d ln d

2

( )
2

     ( )

, )

  
z u

a z b

z u

x z f z x

u u

z u z u

Ω Ω

λ

α

γ

γ
λ

≤ ≤

= + −

+ −∇ + −∇

+ − + −

∫ ∫d

d

d

d d

L λ

λ

    (12) 

这里的 1 2(  ) lRλ= ∈λ λ 是 Lagrange乘子向量，

1 0γ > , 2 0γ > 是处罚参数。下面分别对 3 个子问题

d , z ,u 进行求解。 
    (1)求解关于d 的子问题 

2T 1
1 2min d

2
( )x u u

Ω

γ
∇ + −∇+ −∫d

d d dλ   (13) 

式(13)等价于 
2

1 1

1 2

min d
2

x u
Ω

γ
γ

+ −∇ +∫d
d d

λ
     (14) 

根据文献[12,13]求解Shrinkage算子方法，得到

式(14)的解为 

1 1 1

1 1 1 1

/ 1
( ) max ,0

/

u
x u

u

γ
γ γ γ

⎧ ⎫⎪ ⎪∇ − ⎪ ⎪= ∇ − −⎨ ⎬⎪ ⎪∇ − ⎪ ⎪⎩ ⎭
d

λ λ
λ

 (15) 

    (2)求解关于 z 的子问题 

( )
2

2
2

2
min ln d ( )

2z
z f z x z u z u

Ω

γ
α λ− − + −+∫  (16) 

由于极小值点要在导数为零处取得，关于 z 求导得 
( ) 2 21 / ( ) 0f z z uα λ γ− + + − =  

解得 

( )2 2( ) ( )/2 ( )/2 ( / ) ( )z x s x s x f xα γ= + +    (17) 

其中 2 2( )/s u α λ γ= − + ，并且 z 要满足约束：a ≤  

( )xz b≤ 。 
    (3)求解关于u 的子问题 

( ) 2T
1 1 2

2

2 2
2

min /2)

     ( ) ( /2)

(
u

u u

z u z u

γ

λ γ

−∇ −∇

+ − + −

+d dλ

      (18) 

上述问题等价于 
2 2

1 1 1 2 2 2 22
min( /2) / ( /2) /

u
u u zγ γ γ λ γ∇ − − + − −d λ  

由Euler-Lagrange方程得出 

1 2 2
1 1

2 1 1

div( / )u u z
γ γ λ

γ
γ γ γ

Δ − = + − −d λ  

利用快速Fourier变换及其性质求出u 。 

( )

1 2 2

1 1 11

2 1

div

/

z

u

γ λ
γ γ γ

Δ γ γ
−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟+ − −⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜= ⎟⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

dF

F
F

λ

   (19)  

这里F , 1−F 分别为Fourier变换及其逆变换。 
由式(15)，式(17)和式(19)得出，CADMM的算

法步骤为： 
步骤 1  0k = ，初始赋值 1 0= =d λ , 2z λ=  

0= 。 
步骤 2  当迭代未停止，重复以下子步骤： 

(1) {1 1 1
1 1

1 1

/
( ) max | / |

/

k k
k k k

k k

u
x u

u

γ
γ

γ
+ ∇ −

= ∇ −
∇ −

d
λ

λ
λ

}1(1/ ), 0γ− ； 

(2) [ ] ( )( 21 1 1
,( )= ( ) 2+ ( )/2 +( /k k k

a bz x s x s x α+ + +
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

P

)
1/2

2) ( )f xγ
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
，其中： [ ] ( ) ( ){ }, max ,min ,a b t a t b=P , 

1
2 2( )/k k ks u α λ γ+ = − + ； 

(3) ((1 1 1 1
1 1 2 1= div( + / ) ( / )k k k ku zγ γ γ+ − + +−d λF F

) ( )( ))2 1 2 1/ /kλ γ Δ γ γ− −F ； 

(4) ( )1 1 1
1 1 1
k k k kuγ+ + += + −∇dλ λ ； 

(5) ( )1 1 1
2 2 2
k k k kz uλ λ γ+ + += + − ； 

(6) 1k k= + 。 
步骤 3  迭代停止，求出u 。 

    结合经典的ADMM算法的收敛性分析 [ ]9,10,14 ，

下面给出本文中CADMM算法的收敛性结果。由于

其证明过程与ADMM算法的收敛性证明完全类似，

故这里省略其证明过程。 

定理 2  对于给定的 1 0γ > , 2 0γ > 和任意的

初始值 0 0 0
1 2( , , )u λλ ，由CADMM算法产生的迭代序

列 1 2{( , , , , )}k k k k kz u λd λ 收敛到其增广Lagrange函数

1 2( , , , , )z u λd λL 的鞍点 * * *
1 2( , , )u λλ 。 

4  实验结果与分析 

本节将对多幅测试图像进行仿真实验，检验

CADMM算法去除泊松噪声的效果，并同现有算法

进行比较。这里，用信噪比(Signal to Noise Ratio, 
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SNR)、相对误差率(Relative Error, ReErr)和峰值

信噪比(Peak Signal to Noise Ratio, PSNR)、均方

根误差(Mean Square Error, MSE)评价去噪的效果。

其定义形式分别为 

( )

( )

( )

( )

( )

1/222
0

2 2
0

2
02

0

SNR 10 lg , ReErr

max( )
PSNR 10 lg , MSE  (20)

MSE

u u u u

n n u

u u
u

MN

Ω Ω

Ω Ω

Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞− − ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜= =⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟⎜ − ⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∑
 

其中u ,u 是去噪后的图像及其平均值， 0u 是原始清

晰图像，n ,n 分别为加入的泊松噪声及其平均值，

N 和M 为图像尺寸大小，且式中MSE为归一化的均

方根误差。 
实验中采用的两幅图均是0~255灰度级的图

像，分别对图像1和图像2添加方差大小不等的泊松 

噪声，然后采用本文所提的CADMM方法进行去噪。 

另外，本文的算法还同文献[7]中梯度下降方法、现

行的Split Bregman快速算法 [ ]15 和ADMM算法进行

比较。本文实验参数选取方式如下：图像1中 2.9α = , 

1 5γ = , 2 8γ = ，图像2中 2.6α = , 1 5γ = , 2 8γ = 。 

CADMM算法迭代终止条件为： 1k k ku uu + −  

tol< 。算法中， tol 是用来控制迭代终止的量，文

中取 3tol 10−= 。从式(20)可知，SNR和PSNR越大，

去噪效果越好，相反，ReErr和MSE越小，去噪效

果越好，表明去噪后的图像与原图像越相似。表1

列出了实验分别采用梯度下降法，Split Bregman方

法，ADMM算法和本文的CADMM算法对应的SNR

值、ReErr值、PSNR值和MSE值。 

从图1和图2可以看出，本文算法的复原效果较 

表1 梯度下降法，Split Bregman算法，ADMM算法和CADMM算法去噪后图像的SNR, ReErr值和PSNR, MSE值，以及各自的计算速度 

图像 算法 去噪后的SNR(dB) 去噪后的ReErr 去噪后PSNR(dB) 去噪后的MSE 迭代次数 运行时间(s)

1 

梯度下降法 

Split Bregman 

ADMM 

CADMM 

9.8107 

9.5770 

9.5374 

9.8108 

0.3943 

0.3860 

0.3845 

0.2108 

13.7684 

13.9543 

13.9865 

19.2076 

0.0419 

0.0402 

0.0399 

0.0116 

117 

 18 

 17 

 17 

12.16 

 0.97 

 1.05 

 0.96 

2 

梯度下降法 

Split Bregman 

ADMM 

CADMM 

7.0967 

9.1725 

9.2259 

9.4457 

0.3983 

0.3847 

0.3854 

0.3832 

19.6783 

19.9803 

19.9636 

20.0143 

0.0108 

0.0100 

0.0101 

0.0100 

402 

 21 

 16 

 16 
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图1  4种算法去噪效果的比较(图像1) 
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图2  4种算法去噪效果的比较(图像2) 

好，它在去除噪声的同时，很好地保持了图像的边

缘纹理细节。而文献[7]所用的梯度下降法去噪效果

则存在一定程度的模糊。另外，利用Split Bregman
方法和ADMM算法去噪后的图像也没有CADMM
的清晰。 

从表1可看出：对于人工生成的泊松图像1和图

像2，比较SNR, PSNR值，本文方法都高于梯度下

降法、Split Bregman方法和ADMM算法；对于

ReErr、MSE值，本文方法都低于梯度下降法、Split 
Bregman方法和ADMM算法。这说明CADMM方法

的保真效果更好。另外，由于本文算法添加了框式

约束使该算法收敛性得到了保证，且收敛速度较快，

迭代次数较少。从表1还看出本文算法的收敛速度明

显优于传统的梯度下降算法，而且也优于Split 
Bregman算法和ADMM算法。 

5  结束语 

本文针对图像中的泊松噪声，从 Le 模型出发，

给出了一种基于框式约束的全变差泊松噪声去除算

法，它不仅能够有效地去除噪声，也缓解了图像模

糊，大大提高了运算时间。实验中，对一些测试图

像进行了仿真实验，并同现有算法进行了比较。实

验结果表明：针对去除泊松噪声的 Le 模型，采用

CADMM 算法求解是可行的，且该方法在有效地去

除图像中的泊松噪声的同时，还能大幅提高数值计

算的速度。 
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