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新的完备高斯整数序列的构造方法 
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摘  要：该文提出了新的偶数周期的完备高斯整数序列构造方法。以整数集上的多电平完备序列为基础，并根据其

周期的奇偶性，分别利用不同的组合和映射关系构造出完备高斯整数序列，所得到的完备高斯整数序列的周期等于

或者 2 倍于多电平完备序列的周期。利用该方法可以得到新的完备高斯整数序列，从而实现了对现有完备高斯整数

序列数量的扩展。 
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New Constructions of Perfect Gaussian Integer Sequences 

Chen Xiao-yu    Xu Cheng-qian    Li Yu-bo 

(College of Information Science and Engineering, Yanshan University, Qinhuangdao 066004, China) 

Abstract: New constructions of perfect Gaussian integer sequence with even period are proposed. According to the  

parity of the multilevel perfect sequences over integer, different mappings and combined methods are used for 

constructing perfect Gaussian integer sequences. The length of the resultant sequence is equal to or twice that of 

the multilevel perfect sequence. New perfect Gaussian integer sequences are generated by the proposed 

construction and the number of the existing perfect Gaussian integer sequences is extended.  
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1  引言  

完备序列在雷达测距系统、CDMA 系统、信道

估计中均有广泛的应用[1 3]− ，但是完备序列的数量有限，

目前得到的二进制完备序列在长度 548964900N <
的情况下仅存在长度为 4 的完备序列，最佳序列偶

和最佳屏蔽序列偶的提出扩展了最佳信号的存在空

间[4,5]。第 4代移动通信系统要求数据速率提高到 100 
Mb/s，该系统具有高速率传输信号的能力，而传统

序列的元素取值均为单位圆上的复数根，很难利用

传统信号传输高速率信息。高斯整数序列是一类实

部和虚部都为整数的复数序列，并包含四进制序列

和 QAM (Quadrature Amplitude Modulation) 序
列为其特殊情况。与传统序列相比，高斯整数序列

不再限制序列的幅度值，可以同时利用载波的幅度

和相位传输信息，在相同序列长度的情况下，使用

高斯整数序列可以增加带宽利用率，提高数据传输
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速率。 

作为特殊的高斯整数序列，具有理想自相关值

的四进制序列得到了广泛的研究，但遗憾的是，只

存在长度为4,8,16的四进制完备序列。文献[6]构造了

偶数周期的三值自相关四进序列偶，所得到的序列

偶的最大副峰模值为2。文献[7]基于三值自相关二进

制序列和逆 Gray 映射构造了一类偶数周期的三值

自相关四进制序列，并且四进制序列保持了二进制

序列的平衡性。文献[8]和文献[9]均利用交织技术和

逆 Gray 映射构造了长度为 2(mod4)N ≡ 的平衡的

具有理想自相关值的四进制序列，即异相自相关函

数值 { }( ) 0, 2R τ ∈ − 或者 { }( ) 0,2R τ ∈ 。文献[10]利用

交织技术构造了几类具有最佳自相关特性的序列，

包括理想自相关四进制序列，完备的 QPSK+ 

(Quadrature Phase Shift Keying +) 序列以及多电

平完备序列。针对完备的 QAM 序列，文献[11]构造

了长度为2,4,8,16的完备16-QAM 序列，由于完备的

QAM 序列数量有限，文献 [12]构造了完备的

8-QAM+序列。目前具有良好自相关性的一般型高

斯整数序列的研究成果不多。文献[13]利用元素取值

为{0, 1, }i± ± 的8个基序列及其线性组合构造了偶数
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长度(大于6)的完备高斯整数序列。文献[14]利用分

圆类理论构造了长度为奇素数的完备高斯整数序

列。文献[15]构造了长度为 1 0 (mod  )mN p N= − ≡

的准完备高斯整数序列，即异相自相关函数仅在

/4N , /2N 和 3 /4N 处不为零，其余处处为零。 

本文基于整数集上的多电平完备序列构造了新

的完备高斯整数序列。当多电平完备序列的周期为

偶数时，利用不同的映射关系给出两种构造完备高

斯整数序列的方法，所构造的高斯整数序列的周期

与多电平完备序列相同。当多电平完备序列的周期

为奇数时，分别利用交织法和非交织法构造完备高

斯整数序列，所得到的高斯整数序列的周期为多电

平完备序列的2倍。 

2  基本概念 

定义 1  设序列 =( (0), (1), , ( 1))u u u u N −  和 

( (0), (1), , ( 1))v v v v N= − 是两个周期为 N 的复数

值序列，则u 和v 的周期互相关函数定义为  
1

,
0

( ) ( ) ( )
N

u v
t

R u t v tτ τ
−

∗

=

= +∑          (1) 

其中∗表示共轭复数，t τ+ 取模N 运算。当 =u v 时，

, ( )u uR τ 为序列u 的自相关函数，简记为 ( )uR τ 。 

定义 2  设序列u 的自相关函数满足 
,    0 (mod )

( )=
0 ,     0 (mod )

u

u

E N
R

N

τ
τ

τ

⎧ ≡⎪⎪⎪⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
       (2) 

其中
1 2

0
( )

N
u t

E u t
−

=
= ∑ , uE 是一个正实数，则称序 

列u 为完备序列。 

定义 3 设序列 0 0 0 0( (0), (1), , ( 1))u u u u N= − 和

1 1 1 1( (0), (1), , ( 1))u u u u N= − 是两个周期为N 的复

数值序列，定义序列 0u 和 1u 的交织序列u 为 

0 1 0 1 0

1 0 1

I( , ) ( (0), (0), (1),

                   (1), , ( 1), ( 1))

u u u u u u

u u N u N

= =

− −   (3) 

其中， I 表示交织操作。 

设 0 1I( , )u u u= 和 0 1I( , )v v v= 分别为两个交织序

列，则序列u 和v 在位移 1 22τ τ τ= + 处的互相关函

数可以表示为 

0 0 1 1

0 1 1 0

, 1 , 1 2

,
, 1 , 1 2

( ) ( ),        0
( )

( ) (1 ),   1

u v u v

u v
u v u v

R R
R

R R

τ τ τ
τ

τ τ τ

⎧ + =⎪⎪⎪= ⎨⎪ + + =⎪⎪⎩
   (4) 

定义 4 设序列 ( )(0), (1), , ( 1)u u u u N= − ，如果

( )u t ∈Z ，其中 0 1t N≤ ≤ − , Z指整数集，则称序

列u 为整数集上的多电平序列。 
针对多电平序列，文献[16]构造了多电平完备序

列，指出和二进制完备序列不同，存在任意长度的

整数集上二电平完备序列，并且整数集上的四电平

完备序列大量存在。本文将利用整数集上的多电平

完备序列给出新的完备高斯整数序列的构造方法。 

3  完备高斯整数序列的构造方法 

本文根据整数集上多电平完备序列周期的奇偶

性不同，分别给出不同的构造方法。 

3.1 基于偶数长度的多电平完备序列的构造方法 

定理 1 设 2N M= ，序列u 为整数集上周期为

N 的多电平完备序列， (0)u uR E= ，构造序列q 如

下： 

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )q k i u k i u k M= + + − +       (5) 

其中， 0 1k N≤ ≤ − ，则q 为完备高斯整数序列。 

证明 根据序列自相关函数的定义，得到序列q

的自相关函数如下： 

[ ]

[ ]

1

0

1

0

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

         (1 ) ( ) (1 ) ( )

       = 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

          2 ( ) ( )

          2 ( ) ( )

       =4 ( )        

N

q
k

N

k

u

R i u k i u k M

i u k i u k M

u k u k u k u k M i

u k M u k i

u k M u k M

R

τ

τ τ

τ τ

τ

τ

τ

−

=

−

=

= + + − +

⋅ − + + + + +

+ + + +

− + +

+ + + +

∑

∑

 

因此，
4 ,   0

( )
0,       0 

u

q

E
R

τ
τ

τ

⎧ =⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎩
。         证毕 

定理 2 设 2(mod  4)N ≡ ，序列u 为整数集上周

期为N 的多电平完备序列，令 2N M= , (0)u uR E= ，

构造序列q 如下： 
(2 ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

(2 1)=(1+ ) (2 +1) (1 ) (2 1+ )

q k i u k i u k M

q k i u k i u k M

⎫= + + − + ⎪⎪⎪⎬⎪+ − − + ⎪⎪⎭
 (6) 

其中， 0 1k M≤ ≤ − ，则q 为完备高斯整数序列。 

证明 设 1 22τ τ τ= + ，根据两种情况讨论序列q

的自相关函数： 

(1) 2 0τ =  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1

0

( ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

          (1 ) (2 + ) (1+ ) (2 + )

          + (1+ ) (2 +1) (1 ) (2 +1 )

         (1 ) (2 +1+ ) (1+ ) (2 1+ + )

       =4 ( )  

M

q
k

u

R i u k i u k M

i u k i u k M

i u k i u k M

i u k i u k M

R

τ

τ τ

τ τ

τ

−

=

= + + − +

⋅ − + +

− − +

⋅ − − +

∑

 

在这种情况下，当 0τ = 时， ( ) 4q uR Eτ = ；当

0τ ≠ 时， ( ) 0qR τ = 。 
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(2) 2 1τ =  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

( )

1

0

1

0

( ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

           (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

           + (1 ) (2 1) (1 ) (2 1 )

           (1 ) (2 +1+ ) (1+ ) (2 +1+ + )

       = 2 (2 ) 2 + 2 (2 + ) (2 + + )

M

q
k

M

k

R i u k i u k M

i u k i u k M

i u k i u k M

i u k i u k M

u k u k u k M u k M

τ

τ τ

τ τ

τ τ

−

=

−

=

= + + − +

⋅ − + − + + +

+ + − − + +

⋅ − +

−

∑

         2 (2 ) (2 )

         2 (2 ) (2 )

          +2 (2 1) (2 1 )

         2 (2 1 ) (2 1 )

          +2 (2 1) (2 1 )

         2 (2 1 ) (2 1 )

u k u k M i

u k M u k i

u k u k

u k M u k M

u k u k M i

u k M u k i

τ

τ

τ

τ

τ

τ

− + +

− + +

+ + +

− + + + + +

+ + + +

+ + + + +

∑
 

由于M 为奇数，所以 
1

0

2 (2 ) (2 )

   2 (2 1 ) (2 1 ) =0

M

k

u k u k M i

u k M u k i

τ

τ

−

=

− + +

+ + + + +

∑  

1

0

2 (2 ) (2 )

     +2 (2 1) (2 1 ) =0

M

k

u k M u k i

u k u k M i

τ

τ

−

=

− + +

+ + + +

∑  

因此，在这种情况下， ( ) 0qR τ = 。 
通过对以上两种情况的分析可知，q 为完备高

斯整数序列。                             证毕 
定理 1 和定理 2 基于偶数周期的多电平完备序

列构造了完备高斯整数序列，所得到的高斯整数序

列的周期与多电平完备序列的周期相同。文献[13]
构造了长度为偶数且大于等于 6 的完备高斯整数序

列，而利用本文的构造方法可以得到任意偶数长度

的完备高斯整数序列。 

例 1  序列 ( 1,1,1,1)u = − 为周期为 4 的完备序

列，利用定理 1构造完备高斯整数序列 1q 如下： 1=q  

( 2 ,2,2 ,2)i i− 。 1q 的自相关函数为
1

3
0{ ( )} {16, 0,qR ττ = =  

0, 0}。 

例 2  序列 (1, 1,1, 1,1,2)u = − − 为周期为 6 的三

电平完备序列，利用定理 2 构造完备高斯整数序列

2q 如下： 2 (2 , 2, 3 , 2,2 ,1 3 )q i i i i= − − − + 。 2q 的自相

关函数为
2

5
0{ ( )} {36, 0, 0, 0, 0, 0}qR ττ = = 。 

3.2 基于奇数长度的多电平完备序列的构造方法 

本节将分别利用非交织法和交织法构造完备高

斯整数序列，并分别给出扩展完备高斯整数序列数

量的方法。 

方法 1： 非交织方法 

定理 3 设 1(mod  2)N ≡ ，序列u 和v 为整数集

上周期为N 的多电平完备序列， (0) (0)u vR R E= = ，

构造序列q 如下： 

0 1

0 1

(2 ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

(2 1) (1 ) (2 1) (1 ) (2 1)

q k i s k i s k

q k i s k i s k

⎫= + + − ⎪⎪⎪⎬⎪+ = + + − − + ⎪⎪⎭
  (7) 

其中， 0 1k N≤ ≤ − , 0s 和 1s 分别表示如下： 

0

( ),               0 1
( )

( ),         2 1

u t t N
s t

u t N N t N

⎧ ≤ ≤ −⎪⎪⎪= ⎨⎪ − ≤ ≤ −⎪⎪⎩
 

1

( ),               0 1
( )

( ),         2 1

v t t N
s t

v t N N t N

⎧ ≤ ≤ −⎪⎪⎪= ⎨⎪ − ≤ ≤ −⎪⎪⎩
 

则q 为完备高斯整数序列。 
证明 设 1 22τ τ τ= + ，根据两种情况讨论序列q

的自相关函数： 
(1) 2 0τ =  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

0 1

1

0 1
0

0 1

0 1

0 1

( ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

          (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

          + (1 ) (2 1) (1 ) (2 1)

         (1 ) (2 1 ) (1 ) (2 1 )

          =2 ( ) 2 ( )  

N

q
k

s s

R i s k i s k

i s k i s k

i s k i s k

i s k i s k

R R

τ

τ τ

τ τ

τ τ

−

=

= + + −

⋅ − + + + +

+ + − − +

⋅ − + + − + + +

+

∑

 

在这种情况下，当 =0τ 时， ( ) 8qR Eτ = ，当 0τ ≠ 时，

( ) 0qR τ = 。 

(2) 2 1τ =  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

1

0 1
0

0 1

0 1

0 1

( ) (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

          (1 ) (2 ) (1 ) (2 )

           + (1 ) (2 1) (1 ) (2 1)

         (1 ) (2 1 ) (1 ) (2 1 )

       =0

N

q
k

R i s k i s k

i s k i s k

i s k i s k

i s k i s k

τ

τ τ

τ τ

−

=

= + + −

⋅ − + − + +

+ + − − +

⋅ − + + + + + +

∑

 

通过对以上两种情况的分析可知，q 为完备高

斯整数序列。                             证毕 
如果 ( ) ( ( ))v t L u tλ= 或者 ( ) ( ( 1 ))v t L u N tλ= − − ，

其中L 为左循环移位算子，0 1Nλ≤ ≤ − ，则序列u

和v 满足定理 3 中条件 (0) (0)u vR R= 。 
对序列u 和v 做移位操作，即将定理 3 中序列 0s

和 1s 变换为 

0

0
0

( ),           0 1
( )

( ),     2 1

u t e t N
s t

u t e N N t N

⎧ + ≤ ≤ −⎪⎪⎪= ⎨⎪ + − ≤ ≤ −⎪⎪⎩
 

1

1
1

( ),           0 1
( )

( ),     2 1

v t e t N
s t

v t e N N t N

⎧ + ≤ ≤ −⎪⎪⎪= ⎨⎪ + − ≤ ≤ −⎪⎪⎩
 

其中， 0 10 , 1e e N≤ ≤ − 。可以通过变换 0 1,e e ，得到

多个完备高斯整数序列。 
方法 2：交织方法 
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定理 4 设 1(mod  2)N ≡ ，序列u 和v 为整数集

上周期为N 的多电平完备序列， (0) (0)u vR R E= = ，

构造序列q 如下： 

1 2[ , ]q I q q=               (8) 

1q 和 2q 分别表示如下： 

1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )q k i u k i v k= + + −  

2
1 1

( ) (1 ) (1 )
2 2

N N
q k i v k i u k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜= − + − + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

其中， 0 1k N≤ ≤ − ，则q 为完备高斯整数序列。 
证明 设 1 22τ τ τ= + ，根据两种情况讨论序列q

的自相关函数： 
(1) 2 0τ =  

[ ]

( ) ( )

( )
( )
( )

1 21 1

1

0

1 1

1

( ) ( ) ( )

       (1 ) ( ) (1 ) ( )

            (1 ) (1 )

            (1 ) ( 1) 2

            (1 ) ( 1) 2

            (1 ) ( 1) 2

            (

q q q

N

k

R R R

i u k i v k

i u k i v k

i v k N

i u k N

i v k N

τ τ τ

τ τ

τ

−

=

= +

= + + −

⎡ ⎤⋅ − + + + +⎣ ⎦
⎡+ − + +⎢⎣

⎤− + + + ⎥⎦
⎡⋅ + + + +⎢⎣

−

∑

( )1

1 1

1 ) ( 1) 2

        =4 ( ) 4 ( )u v

i u k N

R R

τ

τ τ

⎤− + + + ⎥⎦
+

 

在这种情况下，当 1 0τ = , ( ) 8qR Eτ = ；当

1 0τ ≠ , ( ) 0qR τ = 。 
(2) 2 1τ =  

( ) ( )

[ ]

[ ( )
( )
( )
( )
( )

1 2 2 1, 1 , 1

1

0

1

1

1

( ) 1

      (1 ) ( ) (1 ) ( )

          (1 ) ( 1) 2

          (1 ) ( 1) 2

          (1 ) ( 1) 2

          (1 ) ( 1) 2

          (1 ) + +1 +(1+

q q q q q

N

k

R R R

i u k i v k

i v k N

i u k N

i v k N

i u k N

i u k

τ τ τ

τ

τ

τ

−

=

= + +

= + + −

⋅ + + + +

⎤− − + + + ⎥⎦
⎡+ − + +⎢⎣

⎤− + + + ⎥⎦
⋅ −

∑

( )1) + +1

       =0

i v k τ⎡ ⎤⎣ ⎦
 
证毕 

与非交织方法类似，可以通过对序列u 和 v 做

移位操作来扩展高斯完备序列的数量，并且可以对

定理 4 做如下修改： 1 2[ , ]' 'q' I q q= 。其中， 1
'q 和 2

'q 分

别表示如下： 

1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )'q k i u k i v k= − − +  

2
1 1

( ) (1 ) (1 )
2 2

' N N
q k i v k i u k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜= + + + − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

或者 1 2[ , ]'' ''q'' I q q= 。其中， 1q ′′和 2q ′′分别表示如下： 

1 ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )''q k i u k i v k= + + −  

2
1 1

( ) (1 ) (1 )
2 2

'' N N
q k i u k i v k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜= + + − − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

则序列q' 和q'' 均为完备高斯整数序列，证明过程这

里不再赘述。 
例 3 设序列 (7,7, 7, 14, 14,7, 14)u = − − − − ，序列

( 20, 8, 8, 8, 8, 8, 8)v = − , u 和v 分别为周期为 7 的三

电平和二电平完备序列，利用定理 3 构造完备高斯

整数序列 3q 如下： 

3 ( 13 27 , 1 15 ,1 15 ,

      22 6 , 6 22 , 1 15 , 6 22 ,

        27 13 ,15 , 15 , 6 22 ,

       22 6 ,15 , 22 6 )

q i i i

i i i i

i i i i

i i i

= − + − + −

− − − − − + − −

− − − + − −

− − − − −

 

3q 的自相关函数为
3

13
0{ ( )} {6272, 0, 0, , 0}qR ττ = = 。 

例 4  序列 (1,1, 1, 2, 2,1, 2)u = − − − − 为周期为 7
的三电平完备序列，取 v 为其逆序序列，即

( 2,1, 2, 2, 1,1,1)v = − − − − ，利用定理 4 构造完备高斯

整数序列 4q 如下： 

4 ( 1 3 ,1 3 ,2, 2 , 3 , 3 , 4,

      3 , 3 , 2 ,2, 1 3 , 1 3 , 4 )

q i i i i i

i i i i i i

= − + + − − + + −

− + − − − − + − −
 

4q 的自相关函数为
4

13
0{ ( )} {128, 0, 0, , 0}qR ττ = = 。 

4  结论 

本文基于整数集上的多电平完备序列构造了新

的偶数长度的完备高斯整数序列，根据多电平完备

序列周期的奇偶性不同，分别对其做不同的映射与

组合变换，所得到的完备高斯整数序列的周期等于

或者2倍于多电平完备序列的周期，整数集上多电平

完备序列的大量存在保证了本文方法的实现。同时

本文给出了扩展完备高斯整数序列数量的方法，可

以为雷达系统、CDMA 系统等提供更多的完备序

列。 
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