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基于响应矢量优化的共形阵列稳健波束形成方法 
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摘  要：针对共形阵列天线自适应波束形成中存在的主瓣保形困难、旁瓣电平高等问题，该文提出基于波束响应矢

量优化的自适应波束形成方法。在主瓣波束保形约束条件下，通过自适应地调整波束响应矢量，求得 优的响应矢

量，进而求得准 优自适应权。该方法将非凸的二次约束二阶优化问题转化到高维空间进行求解，并通过半正定松

弛(SDR)转化为凸优化问题，高效求得准 优解。该方法不仅保持了期望的主瓣响应，同时克服了传统线性约束

小方差(LCMV)自适应波束形成方法旁瓣高的缺点，并且对阵列构型具有稳健性。仿真实验验证了该方法的有效性。 
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Abstract: The mainbeam is difficult to maintain in adaptive beamforming for conformal array, and even worse, the 

sidelobe is very high. To alleviate these problems, an adaptive beamforming method is proposed based on the 

response vector optimization. Through adaptively adjusting the response vector under the well-maintained 

mainbeam constraint, the optimal response vector is derived, thus the sub-optimal adaptive weight is obtained. 

The proposed method converts the non-convex quadratically constrained quadratic optimizing problem into a 

higher-dimension subspace, then the problem is transformed into a convex optimization problem via SemiDefinite 

Relaxation (SDR), and then its sub-optimal solution is efficiently achieved. The method not only maintains the 

desired response of the mainbeam, but also overcomes the disadvantages of high sidelobe resulting from the 

conventional Linearly Constrained Minimum Variance (LCMV) adaptive approach. Moreover, it is robust against 

the geometry of the array. Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed method. 
Key words: Array antenna; Response vector optimization; Conformal array; SemiDefinite Relaxation (SDR); 

Robust beamforming 

1  引言  

随着电子技术的不断发展，单一的平面阵天线

已满足不了现代军事与通信的需求。而与飞行载体

表面相吻合的共形阵天线系统以其良好的空气动力

学特性，天线安装灵活方便，可构成大孔径天线，

扫描范围宽等突出优势日益引起国内外学者的关

注，在各种飞行器、舰船等雷达及无线通信领域中

取得广泛的应用[1]。 
与平面阵相比，由于阵元不一致性，共形阵天
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线方向图不再是阵因子与单元方向图的乘积，其发

射方向图综合一直以来都是研究的关键问题之一。

常用的方法有泰勒综合法，共轭匹配法， 小二乘

法，投影矩阵法[2]，幅相补偿法[3,4]、遗传算法，粒

子群算法 [5 7]− 等。文献[2]提出了一种投影矩阵法的

改进方法，可以实现仅相位控制或仅幅度控制约束，

可满足不同的应用需求。针对共形阵列方向图综合

问题，遗传算法和粒子群算法通常得到的问题规模

大，计算复杂度高。文献[8]基于差分进化算法，提

出了一种有效的波束方向图综合技术。文献[9]采用

极大极小准则，使实际方向图的模值与期望方向图

模值之间的误差 大峰值 小，实现了共形阵低旁

瓣方向图综合。然而，实际中由于目标真实参数往
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往是不准确的，接收波束形成同样面临严重的问题，

尤其当训练样本中包含目标信号时，传统自适应波

束形成方法会由于目标相消而导致系统性能严重下

降。文献[10]提出的对角加载技术可以一定程度地缓

解目标相消，提高系统性能。然而由于对角加载因

子没有解析的形式，因此通常采用噪声功率10倍作

为加载量。 近，文献[11]和文献[12]分别提出了基

于 差性能 优化的稳健波束形成方法和基于不确

定集的稳健波束形成方法，从理论上解决了加载因

子的不确定性。此外，文献[13]提出了基于特征空间

的稳健波束形成方法，该方法在干扰与信号子空间

估计准确的情况下具有良好的性能，然而该方法对

信噪比较为敏感，容易产生子空间交叉现象，造成

系统性能的恶化。线性约束 小方差(LCMV)波束

形成方法[14,15]是一种对目标角度稳健的波束形成方

法，其约束可以是多点约束也可以是导数约束，通

过增加主瓣宽度以确保目标信号无损失。然而该方

法存在旁瓣高的缺点，尤其是对于共形阵列天线，

其旁瓣过高，容易受非平稳干扰的影响。文献[16]
针对等距线阵提出了一种相位约束的LCMV方法，

将主瓣的相位信息加入到约束中，不仅实现了主瓣

区间的线性相位输出，同时其旁瓣电平也得到了有

效的控制。 

尽管 LCMV 方法具有一定的稳健性，但是其旁

瓣电平较高，易受非平稳干扰的影响，尤其在共形

阵列中性能更差。针对这一问题，本文考虑将约束

主瓣的响应矢量作为优化参量，通过求解 优响应

矢量，提高波束形成器性能。首先建立阵列输出功

率随自适应权值的变化关系，通过约束主瓣响应的

功率大于等于 1(归一化)，将问题表达为一个二次约

束的二次规划问题。将问题转换到高维空间中，并

通过半正定松弛方法，忽略权矩阵的秩 1 约束，从

而将非凸二次约束二次规划问题转化为凸的半正定

规划问题，进而可以进行高效求解。该方法克服了

传统 LCMV 方法高旁瓣的缺点，适用于共形阵天

线，大大提高了系统的性能。 

2  信号模型及问题引出 

图 1 所示为半圆形共形阵天线几何构型。假定

该阵列由 M 个阵元组成，均匀分布在半径为 R 的半

圆环上， θ 表示信号来波方向。则阵列中第 m 个阵

元的位置矢量为 = cos xm mR αp a sin ymR α+ a ，其中

mα 表示该阵元与 x 轴的夹角，且 ( )1m mα = −  

/( 1),  1,2, ,M m Mπ − = 。任意空间方向的波数矢

量为 ( )(2 / ) cos sinx yπ λ θ θ= +k a a 。则该阵列对应的

导向矢量为 

 

图 1 半圆形共形阵列构型 

( ) 1 2
T

, , , Mj j je e eθ ⋅ ⋅ ⋅⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
k p k p k pa         (1) 

其中， ( ) 1Mθ ×∈a 。假设此处的阵元均是全向天线，

那么该天线阵列接收到的窄带信号可以表示为 
( ) ( ) ( ) ( )t t t t= + +x s i n          (2) 

其中，期望信号可以表示为： ( ) ( ) ( )st s t θ=s a , ( )s t

是信号的波形函数， ( )s θa 是相应的信号导向矢量；

( )ti 为干扰信号； ( )tn 表示高斯白噪声。因此，该

共形阵天线的输出可以表示为 ( ) ( )Hy t t= w x ，其中，

自适应权值矢量可以由 小方差无失真响应

(MVDR)波束形成器得到， MVDR 波束形成器可

表示为 
H Hmin  ,     s.t.  1=

w
w Rw w a        (3) 

其中，R 是干扰与噪声的协方差矩阵。实际中，协

方差矩阵通常由多次快拍估计得到，即 

H

1

1 L

l l
lL =

= ∑R x x               (4) 

其中，L 为样本数， lx 为第 l 个快拍数据。众所周知，

基于采样矩阵求逆的 MVDR 波束形成器对误差非

常敏感。而实际中，目标信号参数往往是不精确的，

尤其是当训练样本中出现目标信号时，还会造成目

标信号相消，导致系统性能严重下降。为了克服目

标约束不准确这一问题，LCMV 方法通过约束多个

方向，使得主瓣区域响应为 1，其数学描述为[14] 
H H Tmin  ,   s.t.  =

w
w Rw w C f        (5) 

其中，C 是约束矩阵，其列矢量由多个约束方向对

应的导向矢量构成；f是对应的响应矢量，f的每个

元素对应各个约束方向的期望响应，通常 f 为全 1
矢量。由拉格朗日乘子法可得 LCMV 波束形成器

优权为 

( )
11 1H

−− −
=w R C C R C f          (6) 

LCMV波束形成器在目标信号约束不准确时具

有一定的稳健性。然而，其波束形成主瓣损失严重，

并且旁瓣比较高，因此在非平稳环境下性能不佳，

特别是存在非平稳干扰时，目标检测受到旁瓣干扰

的影响。 
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3  基于响应矢量优化的稳健波束形成方法 

本节考虑构造约束矢量的代价方程，将原始的

非凸优化问题转化为半正定规划问题，通过优化响

应矢量，获得准 优权，来提高共形阵天线波束形

成性能，并将其推广至发射波束形成。 
3.1 接收端稳健自适应波束形成 

传统 LCMV 方法将响应矢量设置为全 1，意味

着对不同方向的相位响应均为 0，这无疑加强了约

束。因此，本节通过选取合适的响应矢量代替全 1
的响应矢量来提高 LCMV 波束形成器的稳健性。考

虑响应矢量中的每一个元素都是复数，因此，式(6)
可以表达为 

H H Tmin  ,    s.t.  =
w
w Rw w C u        (7) 

其中 
1 2T T

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )Kj j j
K Ku u u e e eβ β βα α α= =u  

是 K 维复值响应矢量，因此可构造无约束方程为 

( )H H T( )f = + −w w Rw w C u ξ        (8) 

其中 ξ 为罚因子矢量，由复数域拉格朗日乘子法可

得 优权为 

( )
11 1H *

−− −
=w R C C R C u         (9) 

将式(9)代入式(7)的目标函数，得到 

( )
11T H *( )f

−−
=u u C R C u         (10) 

因此，希望在响应矢量 u的约束条件下进一步

小化目标函数值。令
1H 1( )

− −=Q C R C ，因此 Q
是厄米矩阵，即满足 H=Q Q 。而且注意到 Q 是厄

米半正定矩阵，也就是 0Q ( 表示矩阵半正定)。
为了获得 小 f(u)，假设响应矢量的每个元素的幅

度都大于 1，因此可得 
2T *min  ,   s.t.  1,    1,2, ,iu i K≥ =

u
u Qu   (11) 

表示为矩阵形式： 
T * Hmin ,   s.t. 1,   1,2, ,i i K≥ =

u
u Qu u B u   (12) 

其中，Bi={bp,q}，当且仅当 p 和 q 都等于 i 的时候，

bp,q等于 1，否则 bp,q等于 0。也就是 

{

}
, ,

,

1,    , ;

       0,      

i p q p q

p q

b b p i q i

b p i q i

= = = =

= ≠ ≠

B

或       (13) 

这是一个非凸的二次约束二次规划(QCQP)问
题，该问题可以进一步描述为一个高维空间的优化

问题。式(11)的目标函数可以变形为 

{ } { }H Htr tr= =u Qu u Qu QU        (14) 

其中，矩阵 H=U uu ，是厄米半正定矩阵，可以描

述为 0U 。显然地，U的秩为 1，即 ( )rank 1=U ，

那么式(12)可以等价表示为 

{ }
{ }

( )

tr 1,  1,2, ,
min tr ,  s.t. 

0,  rank 1

i i K⎧ ≥ =⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
U

BU
QU

U U
 (15) 

从式(15)可以看到，该优化问题是矩阵变量 U的线

性函数。然而，秩 1 约束是非凸约束：任意两个秩

为 1 的矩阵的和，其秩可能不为 1。半正定松弛(SDR)
提供了一种有效地解决该问题的方法。式(15)经过

半正定松弛可得 

{ }
{ }tr 1,  1,2, ,

min tr ,  s.t. 
0

i i K⎧ ≥ =⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U

BU
QU

U
 (16) 

通过将响应矢量构造到代价函数中，并且将式

(11)中非凸的响应矢量优化问题转化为式(16)中的

半正定规划问题。式(16)中 优约束矢量可以通过

文献[17]中内点法进行高效求解。若U的秩为 1，那

么所得式(16)的解即 优解；然而，通常 U的秩大

于 1，因此需要通过秩 1 近似得到秩 1 解[17]。假定 *U
为式(16)的解，且 

* H

1

r

i i i
i

λ
=

= ∑U v v              (17) 

其中 *rank( )r = U , iλ 为U的特征值， iv 为对应的

特征矢量。假定 1 2 0rλ λ λ≥ ≥ ≥ > ，那么可取 1λ 对

应的特征矢量 1v 为 优约束矢量，即 *
1=u v 。 

此外，高斯随机处理同样也可以求解秩 1 解。

针对本问题，构造 P 个随机矢量 pξ , p=1,2,…,P，
且 ξ *( , )p N U∼ 0 ，则取 

H

1,2, ,
min

p
p

p i p
i K=

=
B

ξ

ξ ξ
η           (18) 

因此所得 优约束矢量为 
* Hargmin

p
p p=u Q

η
η η             (19) 

至此得到了问题式(15)的近似解(秩为 1)。 
通常为了方便求解，常将问题转化到实数域进

行[18]。定义 
Re  Re    Im 0

, ,
Im Im   Re 0

i
i

i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

u Q Q B
u Q B

u Q Q B
 (20) 

得到 
T Tmin ,  s.t.  1,   1,2, ,i i K≥ =

u
u Qu u B u   (21) 

采用式(13)~式(16)中的方法，式(21)可以通过

SDR 方法进行松弛求解。即 

{ }
{ }tr 1,  1,2, ,

min tr ,   s.t. 
0

i i K⎧⎪ ≥ =⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U

BU
QU

U
(22) 

通过上述秩 1 近似可求得式(22)的解。因此，稳健

自适应波束形成器的响应矢量为 

[ ] [ ]( )T T*
1 2 1 2 2= , , , + , , ,K M M Ku u u j u u u+ +±u (23) 
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该问题与式(16)中的问题等价，“±”表示 *
0u 和 *

0−u

均为该问题的解。换句话说，如果 *
0u 是问题式(23)

的解，那么 *
0−u 必然也是该问题的解。 

3.2 发射方向图综合方法 

根据收发互易原理，本文方法经过适当的变换

可推广应用到共形阵天线低旁瓣发射方向图综合，

将旁瓣积分功率以及主瓣积分功率考虑进代价函数

中，在约束主瓣响应不损失的情况下，尽量降低旁

瓣功率。此时，发射权值的每个元素的幅度和相位

对应为各个阵元所需馈入电流的幅度和相位。考虑

实际中共形阵天线发射方向图的低旁瓣设计要求，

可构造式(24)的优化问题 
T Hmin ,   s.t. 1≥

w
w Gw w Hw        (24) 

式中，目标函数表示旁瓣积分功率，约束条件为主

瓣积分功率大于等于 1，其中 

( ) ( )
1

1

H d
θ

θ
θ θ θ

−
= ∫H c c                   (25a) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

H H2 2d d
π π

θ θ
θ θ θ θ θ θ

−

−
= +∫ ∫G c c c c   (25b) 

其中 ( )θc 为阵列导向矢量，[ 1θ− , 1θ ]为主瓣半功率波

瓣范围， 1θ± 为主瓣峰值下降 3 dB 对应的角度， 

2 2, ,
2 2
π π

θ θ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − ∪⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

为旁瓣范围。由此，可通过半正定 

松弛方法得 

( )
( )tr 1

min tr ,   s.t.  
0

⎧ ≥⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
w

HW
GW

W
     (26) 

其中 H=W ww 。 
由此，通过采用半正定规划可有效求解发射

优权矢量。实际中，可以通过对式(25a)和式(25b)
中积分矢量加权来调节波束响应，由此可得 优发

射波束矢量，实现低旁瓣发射方向图综合。 

4  仿真实验 

为验证本文基于响应矢量优化的自适应波束形 

成以及发射天线方向图综合方法的正确性，本节对 

提出的方法进行了仿真实验，具体仿真参数如表 1

所示。 

表 1 共形阵天线仿真参数 

天线工作波长(m) 0.03  阵元数 17 

阵元间距(m) 0.015  快拍数 200 

目标来波方向(°) 2 干扰来波方向(°) 30 

天线主瓣指向(°) 0 

信噪比(dB) 10 

干噪比(dB)           30 

 
4.1 目标信号存在情况下波束形成比较 

实际中，目标信号方向通常是不确知的，因此

天线波束指向与目标方向往往存在偏差。在训练样

本中存在目标信号的情况下，本节对 小方差无畸

变响应(MVDR)波束形成器，LCMV 波束形成器以

及本文提出的基于半正定松弛(SDR)的波束形成器

进行了分析比较。图 2 给出了 MVDR, LCMV 以及

采 用 两 种 秩 1 近 似 求 解 优 约 束 矢 量 的

SDR-LCMV 波束形成器的天线方向图，其中图 2(b)

为天线方向图主瓣区间的相位响应。由图可见，由

于训练样本中包含目标信号，MVDR 波束形成器将

目标信号作为干扰信号而进行抑制，从而在目标方

向形成零陷，造成目标相消，此时天线相位响应在

目标方向处出现突变。LCMV 通过约束多个方向，

使得波束主瓣展宽，提高了波束形成器的稳健性，

然而 LCMV 波束形成器主瓣损失比较严重。而本文

提出的 SDR-LCMV 波束形成器不仅能够保持主瓣

没有畸变，而且通过优化所得 优约束矢量，其旁

瓣电平得到了有效的控制。两种秩 1 近似方法所得

的波束形成器基本重合，因此两种方法求解得到的

优约束矢量近似相同，并且其主瓣区间相位响应

保持良好的线性特性。 

 

图 2 共形阵列天线方向图比较 
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图 3 给出了约束矢量的极坐标表示。如图所示，

传统 LCMV 方法约束为全 1，相当于约束多个方向

的幅度响应均为 1，相位响应均为 0。这一约束不符

合共形阵列响应特性，因此本文考虑对该约束矢量

进行优化。如图 3 所示，优化所得的约束矢量为复

数，幅度近似为 1，相位呈递增趋势。并且两种秩 1
近似所得的 优约束矢量近似相同。这表明经过半

正定松弛后问题式(16)的解接近原问题式(15)的解。 
图 4 给出了小样本情况(样本数为 20)下几种波

束形成器的天线方向图比较。传统 MVDR 波束形成

器和传统 LCMV 波束形成器受协方差矩阵估计误

差的影响较大。而本文提出的波束形成器在样本量

较少的情况下，依然能够保持主瓣无畸变。同样地，

由于目标信号的存在，传统 MVDR 波束形成器存在

目标相消现象，并且在样本量较少的情况下，波束

主瓣畸变严重。传统 LCMV 波束形成器，在样本量

少时出现旁瓣电平抬高的现象。 
考虑非平稳噪声环境对本文方法性能的影响，

图 5 给出了在 3 种噪声背景下的本文方法自适应波

束形成方向图结果，仿真实验中 Lognormal 和

Weibull 分布的尺度参数和形状参数取值相同，分别

为 1 和 1.5[19]。由图 5 可见，非平稳噪声环境下，本

文方法性能具有一定的稳健性。其主瓣保形性能接

近，并且旁瓣电平在 3 种噪声背景下均得到有效的

控制。 
4.2 DOA 误差情况下的性能比较 

图 6(a)给出了训练样本中包含目标信号时几种

波束形成方法的输出 SINR随输入 SNR变化的性能

曲线。由图可见，MVDR 波束形成器对输入 SNR
非常敏感，在高 SNR 情况下其性能下降明显。传统

的 LCMV 波束形成器以及本文提出的 SDR-LCMV
波束形成器对于 SNR 较为稳健。如图所示，本文提

出的 SDR-LCMV 波束形成器两种秩 1 近似求解方

法性能基本相同，并且相对于传统 LCMV 波束形成

器，SDR-LCMV 波束形成器有明显的性能改善。图

6(b)给出了输出 SINR 随快拍数的变化曲线。如前

所述，由于传统 LCMV 波束形成器主瓣损失比较严

重，因此其性能随快拍数的增加提高有限。MVDR
波束形成器由于存在目标信号相消现象，性能损失

更为严重；本文提出的 SDR-LCMV 波束形成器通

过求解准 优响应矢量，性能优于其它波束形成器。 
图 7 分析了上述几种波束形成器对目标 DOA

误差的容忍度。如图 7 所示，对于 MVDR 波束形成

器，即使较小的估计误差也会造成严重的性能下降；

而传统的 LCMV 波束形成器和本文提出的

SDR-LCMV波束形成器对DOA失配在较大的范围

内性能损失较小，且本文所提 SDR-LCMV 波束形

成器相比传统 LCMV 波束形成器性能改善明显。另

外，由于两种秩 1 近似求解得到的准 优响应矢量

基本相等，因此基于两种秩 1 近似的 SDR-LCMV
波束形成器性能接近。当 DOA 相差不超过 5°时，

其性能损失的 大值不超过 1 dB。 
4.3 发射方向图综合 

本节考虑发射天线方向图综合问题，传统共形

阵列天线方向图综合困难，尤其是宽波束发射，其

方向图旁瓣电平较高。由 3.2 节的分析可知，本文

方法经适当推广可应用于共形阵列天线发射方向图

综合。图 8 给出了发射方向图仿真结果。其中图 8(a)
给出了窄波束发射情形，图 8(b)给出了宽波束发射

情形。表 2 给出了对应图 8(a)和图 8(b)的发射方向

图主瓣积分功率与旁瓣积分功率的比值。由图可见，

传统窄波束发射天线方向图旁瓣电平较高，本文方

法可以进一步降低旁瓣功率，并且保持较少的功率

损失。在宽波束发射情况，共形阵列天线发射方向

图综合受阵列构型的影响，传统发射方向图综合方

法所得天线方向图旁瓣电平非常高。本文方法能够

有效地降低旁瓣功率，且其主瓣范围与期望的主瓣

相吻合。 

 

        图 3 优约束矢量极坐标图                   图 4 小样本情况波束形                图 5  3 种噪声背景下本文  

成器天线方向图比较                  波束形成方法方向图比较 
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图 6 输出 SINR 性能比较                               图 7 输出 SINR 随 DOA 误差的变化 

 

图 8 SDR-LCMV 发射方向图俯视图 

表 2 主瓣积分功率与旁瓣积分功率比值 

 
优普通发

射方向图 

基于 SDR 的发

射方向图 1 

基于 SDR 的发

射方向图 2 

窄发射

方向图 

 0.9175  1.8672  1.8673 

宽发射

方向图 

10.1051 29.5665 29.6591 

 
5  结束语 

本文针对共形阵列提出了一种基于波束响应矢

量优化的自适应波束形成方法。通过将响应矢量构

造到代价函数中自适应地调整波束响应矢量，并将

原始的非凸二次约束二次规划问题转化为半正定规

划问题，通过半正定松弛方法求得准 优响应矢量。

该波束形成方法不仅保持了期望的主瓣响应，还克

服了传统线性约束 小方差(LCMV)稳健自适应波

束形成方法旁瓣高的缺点。同时本文所提 SDR- 

LCMV 波束形成器对输入目标信号较为稳健，相比

传统 LCMV 波束形成器性能有明显改善。此外，该

波束形成器对阵列构型具有稳健性，适用于共形阵

天线，经过适当变换可推广应用到发射方向图综合，

提高发射方向图主瓣功率与旁瓣功率的比值。 
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