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基于三维直方图降维和重建的快速最小误差阈值法 
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摘  要：3 维最小误差阈值分割法(3D-MET)的抗噪性很强，但计算复杂度非常高。其快速递推方法(3D-RMET)

通过构建查找表去除了大量冗余操作，但其速度仍然不能满足实际工程要求。该文采用直方图降维和分级策略提出

新的快速实现方法。该方法首先将 3D-MET 的最优阈值判别式进行分解，并给出新的阈值计算公式，将阈值搜索

的空间维度从 3维降到 1维；然后将 3维直方图进行分组和重建，进一步提高了算法处理速度。最后给出了 3D-MET, 

3D-RMET 及本文方法的分割结果，并采用量化指标对结果进行对比分析。实验及量化对比结果表明，该文方法保

持了原 3D-MET 法的强抗噪性，且将其时间复杂度降为 O(L1/2)。与 3D-RMET 相比，该文方法快了 6 个数量级，

较有效地解决了原方法时间复杂度高的问题。 
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Abstract: Three-dimensional Minimum Error Thresholding (3D-MET) is more robust to noise than MET and 

2D-MET, but its computational complexity grows exponentially. By constructing look-up tables recursively, its fast 

algorithm 3D-RMET reduces the complexity from O(L6) to O(L3), but its complexity is still too high to be applied 

to the project. A novel fast method is proposed based on dimension reduction and grading strategy. Firstly, based 

on the decomposition of 3D-MET, a new threshold discriminant is proposed to reduce the dimensionality from 3D 

to 1D. And then, the 3D histogram of test image is grouped and rebuilt to further improve its processing speed. 

Finally, segmentation results of 3D-MET, 3D-RMET and the proposed method are given and evaluated by 

performance criteria. Experiments and evaluation results indicate that without losing the robustness to noise, the 

proposed method reduces the time complexity from O(L6) to O(L1/2). Compared with 3D-RMET, the proposed 

method is 6 magnitudes faster than the former. 
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1  引言  

阈值分割是图像分割方法研究中的一个重要分

支，并在众多领域得到了广泛应用 [1 3]− 。早期典型

的阈值法包括最大类间方差法(Otsu)[4]，最小误差阈

值法(MET)[5]及最大熵阈值法[6]。其中，MET 是一
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种重要的全局自适应阈值分割方法。与其它阈值法

相比，MET 受目标和背景的相对大小影响较小，对

于小目标图像来讲能得到更好的分割效果。1 维

MET 由 Kittler 和文献[5]首次提出。后来文献[7]认
为理想的目标和背景的灰度分布更接近于泊松分

布。据此多位学者分别提出了多种基于泊松分布的

1 维 MET[7-9]。Sezgin 等人[10]对比分析了 40 种阈值

算法，其分析结果表明：与其它 1 维阈值法相比，1
维 MET 具有更好的分割性能。但其缺点是对噪声
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极为敏感，对于低信噪比图像，1 维 MET 很难取得

好的分割效果。为了提高其抗噪性，范九伦等人[11]

将图像灰度直方图的维度提升到 2 维，对原方法进

行了 2 维推广(2D-MET)，其本质在于利用灰度值及

其邻域的相关性降低噪声对分割的影响。在此基础

上，文献[12-15]从不同角度对 2D-MET 进行了改

进，这些改进方法在一定程度上提高了其分割效果

或降低了算法复杂度。对含有高斯噪声的图像，

2D-MET 能取得较好的分割效果，但其无法对包含

其它噪声或混合多种噪声的图像进行有效分割[16]。

针对这一问题，作者在此前提出了 3 维最小误差阈

值法 (3D-MET)[17] ，并给出了其递推快速方法

(3D-RMET)。3D-MET 具有很强的抗噪性，能对混

合多种噪声的图像进行有效分割，但缺点是需要在

3 维空间中搜索最佳阈值，其时间复杂度达到

O(L6)。虽然 3D-RMET 通过构建查找表，减少了原

3D-MET 中的大量冗余计算，但其计算复杂度仍然

高达 O(L3)。而且随着图像灰度等级 L 的增大，两

者的计算复杂度均会急剧增大，使得该方法不能应

用于实际的工程应用。 
因此，为了更有效地降低原 3D-MET 的算法复

杂度，本文基于降维和分级策略提出一种新的快速

实现方法。新方法首先将 3 维最佳阈值的求解问题

分解成 3 个 1 维阈值的求解，然后对 3 维直方图进

行分组和重建，分两步计算最佳分割阈值。本文方

法保留了原算法的强抗噪性，两者分割效果相当，

但将后者的时间复杂度从 O(L6)降为 O(L1/2)，大大

降低了原方法的计算复杂度。 

2  3 维最小误差阈值法 

为了便于新方法的符号描述，本节只简要介绍

原 3D-MET 法。3D-MET 的详细阐述参见文献[17]。 

对于一个大小为 M×N 的数字图像，设图像的

灰度等级为 L，记图像中某一像素点的灰度值为 i，

该像素点的 K×K 邻域的灰度均值及 K×K 邻域灰

度中值分别记为 j 和 k, 0 , , 1i j k L≤ ≤ − 。在此基础

上定义图像的 3 维直方图 h(i,j,k)，直方图中任意一

点的取值记为 pi,j,k。假设一幅图像的理想灰度分布

服从高斯分布，且存在最佳阈值(s,t,q)将图像分割成

背景 C0和目标 C1两类。将背景 C0和目标 C1发生

的概率分别记为 P0(s,t,q)和 P1(s,t,q)，其均值和方差

分别记为 0μ , 1μ , 2
0σ , 2

1σ 。由最小分类误差思想和相对

熵理论，可得到以下最小误差判别函数 ( ), ,s t qξ ： 
( ) 0 0 0 0

1 1 1 1 0
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使 ( ), ,s t qξ 取最小值的 s,t,q 为最佳阈值(s*,t*,q*)，即 

( ) { }* *

, 1

*

0 ,
argmin , ,, ( ),

s t q L
s t qt q sξ

≤ ≤ −
=        (2) 

3  基于降维和重建的快速算法 

原3D-MET在求解式(2)需要在3维空间中遍历

搜索最佳阈值，其时间复杂度为 O(L6)。3D-RMET

采用查找表的方式，时间复杂度为 O(L3)。为了进

一步提高其算法性能，下面分两步提出新的快速实

现算法。 
3.1 降维 

岳峰等人[18]针对 2 维 Otsu 法，提出了基于分

解的2维Otsu快速实现方法。下面基于同样的思路，

对 3D-MET 进行降维。应用 3 维离散随机变量的边

缘概率分布，可将 3 维阈值(s*,t*,q*)的求解问题分解

成 3 个 1 维阈值 s*,t*和 q*的求解，避免在 3 维空间

里穷举搜索阈值。根据 3 维直方图中的三元组(i,j,k )
的联合概率 , ,i j kp ，可以得到关于像素灰度 i，邻域灰

度均值 j 和邻域灰度中值 k 的边缘概率，分别记为

Wi, Wj和 Wk。 
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针对原始像素灰度图像 Wi的 1 维直方图，假设
阈值 s 将其分割为背景 C0和目标 C1。由 1 维 MET
法的定义可知，对于 C0 和 C1 各自的概率、均值及
方差，有如下参数估计： 
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其中最佳阈值 s*满足式(6)[5]： 
*

0 0 1 1
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根据 3D-MET中关于 3维直方图中区域 2~7的
pi,j,k均为零的假定条件[17]，可推出： 
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同理，对于邻域灰度均值图像 Wj和邻域灰度中

值图像 Wk的 1 维直方图，在假定条件下，也可推出： 
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将式(7)~(13)代入式(1)并化简后，有 
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则式(2)可改写成： 
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式(18)实现了变量 s, t 和 q 的完全分离。因此，

假定条件下，3 维阈值(s*,t*,q*)的求解问题可分解成

3 个 1 维阈值 s*, t*和 q*的求解。 
3.2  3 维直方图的分组和重建 

在对 3D-MET 进行降维的基础上，通过将 3 维

直方图进行分级和重建，可进一步将算法的时间复

杂度降到 O(L1/2)。算法的具体步骤如下： 
(1) 3 维直方图分组。将 3 维直方图Ω分别按 X

轴，Y 轴和 Z 轴等分成 M×M×M 个小立方体，每

个小立方体内包含 N×N×N 个点，N=L/M。用α ,β
和 γ 分别代表该小立方体在 X 轴，Y 轴和 Z 轴方向

上的起始位置，每个小块记为 , ,α β γΩ , 0 , ,α β γ≤  
1M≤ − 。则每一个 , ,α β γΩ 的概率

, ,
P

α β γΩ 为 

, ,

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1
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i j k
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= × = × = ×

= ∑ ∑ ∑Ω    (19) 

(2) 3维直方图重建。将分组后的每个小块 , ,α β γΩ  

合并看成一个点，该点灰度值取这一小块内部所有

灰度的中值，并建立新的 3 维直方图Ω。Ω定义在

一个Ｍ×Ｍ×Ｍ大小的正方体内，其中每个点的概率 
为

, ,
P

α β γΩ 。 

(3)在Ω 上使用本文提出的式 (18)计算得到

( ), ,s' t' q'  。由( ), ,s' t' q' 即可确定最优分割阈值所在的

小立方体的位置，记为 , ,s' t' q'Ω 。 
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(4)在 , ,s' t' q'Ω 上再次使用式(18)，将计算得到原图

像的最终分割阈值(s*,t*,q*)。 
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(5)用 * * *( , , )s t q 对原图像进行分割。经 3 维阈值

分割后的图像记为 R(x, y)， 
* * *0,       ( , ) ,  ( , ) ,  ( , )

( , )
255,    它

f x y s g x y t h x y q
R x y

⎧⎪ < < <⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩ 其
 

在满足 3 维直方图中区域 2~7 的概率 pi,j,k均为

零的假定条件时，本文方法求得的阈值与原 3D- 

MET 法得到的阈值相同；在不满足上述假定条件的

情况下，两者求得的阈值不同。产生这种影响的原

因在于：实际中的图像都或多或少地包含一些噪声，

而原 3D-MET法并未真正忽略 3维直方图中的区域

2~7 的 pi,j,k，属于这些区域的像素在分割时都被作

为背景处理。 
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4  算法复杂度分析 

假定图像的灰度等级为 L，下面对比分析 3D- 
MET, 3D-RMET 及本文算法的复杂度。 

(1)时间复杂度。3D-MET 在求解最佳阈值时需

要在 3 维空间穷举遍历整幅图像，其时间复杂度为

O(L6)。其快速递推算法 3D-RMET 通过构建查找

表，去除了大量冗余计算，将 3D-MET 的时间复杂

度降为 O(L3)。本文新算法的时间复杂度主要在于

计算式(20)和式(21)，其中求解式(20)耗时 O(M+ 
M+M)，求解式(21)耗时 O(N+N+N)，总的时间开

销为 O(3M+3L/M)。当 M 取 L1/2时，本文算法的

总时间复杂度达到最小，为 O (6L1/2)≈O(L 1/2)。 
(2)空间复杂度。原始 3 维 Otsu 法需要存储 1

个 3维直方图，其空间复杂度为 S(L3)。而 3D-RMET
由于构建了 3 个查询表，需要额外消耗 3L3个存储

空间，故其总的空间复杂度为 S(4L3)。本文方法的

直方图重建部分需消耗额外的 M3个存储空间，降维

需消耗额外的 3M 个存储空间，总的空间开销为

(L3+M3+3M)。当取 M=L1/2时，本文算法的空间复

杂度为 S(L3+L3/2+3L1/2)≈S(L3)。 
图 1 和图 2 为 3 种方法的复杂度与图像灰度等

级 L 的关系对比。图 1 显示，原 3D-MET 及其递推

方法 3D-RMET 的计算复杂度会随着 L 的增长而急

剧上升，而本文方法变化缓慢。因此图像灰度级 L
越大，本文方法在速度上的优势会更加明显。图 2
的结果表明，本文方法在空间上的开销比 3D- 
RMET 低的多。虽然比原 3D-MET 略高一点，但

总体变化趋势与 3D-MET 是一致的，其增加的空间

开销。相对当前计算机的内存大小而言只是很小的

开销，不会影响其在实际工程中的适用性，这点将

在实验部分进行验证。 

5  实验结果及分析 

本文实验的硬件环境为：Intel Core 2 Duo Cpu 
1.83 GHz, 1 G 内存，软件环境为 Windows XP Sp3 
+ VS2008。由于本文的目的是在保持 3D-MET 分 

割效果的同时，降低其计算复杂度。因此，实验部 
分只对 3D-MET, 3D-RMET 及本文方法的分割效 
果和实际复杂度进行对比分析，以验证本文方法的

有效性。关于本文与其它类型的阈值法(如 Otsu，
最大熵等)的对比，此前在文献[17]已详细分析。实

验中，各图像灰度级为 L=256，邻域宽度为 K=3。
实验得到的所有实测数据均采用四舍五入，精度为

保留小数点后 3 位数字。 
为了准确评估各算法的分割效果，本文选用两

个最为常用的量化指标：区域不一致性 (region 
NonUniformity, NU)。NU 由于不需要依赖于

Ground Truth 作参考，因此被广泛用于没有标准参

考模板的图像分割的效果评估[19]。NU 的公式如下： 
2

2NU ft

t t

F

F B

σ

σ
=

+
           (22) 

式中， 2σ 为实验图像的总体方差，
2
fσ 为实验图中目

标类的方差。 0 NU 1≤ ≤ , NU 越接近 0，表示背景

和目标的二阶矩越易于区分，分割效果越好，反之

效果越差。 

另外，由于 3D-RMET 法只是构建查找表以避

免大量的冗余计算，其并没有改变原 3D-MET 法的

阈值判别公式，因此这两种方法得到的最优分割阈

值是完全相同的。而本文方法基于降维和重建提出

了与原方法截然不同的新的阈值求取式(18)，因此

其计算得到的最优阈值与前两种方法求得的阈值相

差较大。表 1 为实验中各算法针对各测试图像所求

得的最优分割阈值。 
图 3 为不同场景图像在不同噪声情况下的分割

结果对比。其中，图 3(a1)为海陆分割(SeaLand)， 

表 1 各算法的阈值比较 

测试图像 3D-MET 3D-RMET 本文方法 

海陆 (167, 120, 107) (167, 120, 107) (117, 113, 104)

城区 (89, 126, 103) (89, 126, 103) (75, 77, 78)

农田 (138, 117, 105) (138, 117, 105) (124, 121, 122)

 
图 1 各算法的时间复杂度对比                                   图 2 各算法的空间复杂度对比 
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图 3 不同噪声情况下的分割结果对比 

添加了 2%的高斯噪声。图 3(a2)为城区分割(Urban 

Area)，添加了 5%的乘性噪声和 5%的高斯噪声。图

3(a3)为农田分割(FarmLand)，添加了 10%的乘性噪

声和 10%的高斯噪声。这 3 幅源图像的大小依次为

600×600, 658×658 和 625×625。图 3(b)为这 3 幅图

各自对应的 1 维直方图，可以看出，噪声越多，其

1 维直方图越趋于单峰形状，有效分割的难度也越

大。图 3(c)为原 3D-MET及其递推方法的分割结果。

图 3(d)为本文方法的分割结果。考虑到这 3 幅测试

图没有标准的分割结果作参考，因此选用量化指标

NU 作为评估标准，具体量化结果见表 2。从纵向比

较表 2 各行数据可以看出，随着噪声的增强，3 种

算法的 NU 值都是变大的，这说明噪声对区域一致

性的影响变大，导致 3 种方法的分割精度都相应降

低。横向比较表 2 的各列 NU 值可以看出，对于海

陆，本文方法的 NU 值为 0.109，小于另外两种方法 

表 2 海陆、城区及农田的 NU 值 

测试图像 3D-MET 3D-RMET 本文方法 

海陆 0.113 0.113 0.109 

城区 0.137 0.137 0.138 

农田 0.213 0.213 0.215 

 
的 0.113；而对于城区和农田，本文的 NU 值均大于

前两种方法，这说明同一算法的分割效果跟测试图

像的灰度分布有关。 
表 3 给出在计算机性能和图像大小均相同但灰

度分辨率 L 不同的条件下，各算法所需的存储空间

大小。表 3 中加粗的数字表示与原 3D-MET 相比，

本文方法额外消耗的存储空间。本文的所有实验图

像的灰度级均为 256。从表 3 可以看出，在该灰度

级下，与原 3D-MET 相比，本文方法需要额外增加

4144 Byte 的空间开销。相对现今计算机硬件条件， 
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表 3 不同灰度等级下的空间代价对比(Byte) 

图像灰度级 
方法 

64 128 256 512 1024 

3D-MET 643 1283 2563 5123 10243 

3D-RMET 4×643 4×1283 4×2563 4×5123 4×10243 

本文方法 643+536 1283+1483 2563+4144 5123+11654 10243+32864 

 
4144 Byte 字节的额外空间开销，对算法整体空间复

杂度的影响是很小的。表 4 是在相同实验软硬件环

境下，各算法的实际运行时间对比。需要指出的是，

这些时间值只是各算法求解最优阈值所花费的时

间，不包括图像读写等其它操作的时间。除去程序

执行过程中存在的系统误差及随机误差等因素影

响，表 4 的结果与图 1 的理论分析结果基本一致。

比较表 4 的实验结果可以看出，由于本文方法采用

了 3 维直方图降维和分级，因此其处理时间远远小

于原 3D-MET 法及 3D-RMET 的运算时间。 

表 4 各算法的实际运算时间对比(ms) 

测试图表 3D-MET 3D-RMET 本文方法 

海陆 2.416×108 1.317×104 51.381 

城区 2.418×108 1.341×104 57.406 

农田 2.413×109 1.293×105 50.189 

 

6  结束语 

针对原始 3D-MET 的高计算复杂度问题，本文

在详细分析原算法特点的基础上，从原方法的假定

条件及边缘概率分布的角度出发，提出了新的阈值

计算公式。同时结合 3 维直方图的分组和重建，大

大降低了原方法的时间复杂度。文中实际测试中，

新方法的时间复杂度为 O(L1/2)，空间复杂度为

S(L3)。新方法的计算速度比原 3D-MET 快 12 个数

量级，比其递推方法 3D-RMET 快了 6 个数量级，

且新方法能达到原方法的分割精度。此外，本文方

法的思路也可应用于其它基于直方图的高维阈值分

割法的改进。 
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