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摘  要：该文定义了有限非链环 2 2 2 2R F uF vF uvF= + + + 上 (1 ) -uv+ 循环码的相关概念，讨论了其与该环上循

环码的关系，证明了此环上 (1 ) -uv+ 循环码在关于齐次重量的等距Gray映射 homφ 下的二元象是一个长为 8n 的4-

准循环码, 并由此映射得到了一些好的二元线性准循环码。 

关键词：循环码； (1 ) -uv+ 循环码；Gray映射；准循环码 

中图分类号： TN911.22               文献标识码：A               文章编号：1009-5896(2014)06-1419-04 

DOI: 10.3724/SP.J.1146.2013.01339 

uv(1 ) -+ Cyclic Codes Over + + +F uF vF uvF2 2 2 2  

Yu Hai-feng①
    Zhu Shi-xin②    Zhang Xia① 

 
①
(Department of Mathematics and Physics, Hefei University, Hefei 230601, China) 
②
(School of Mathematics, Hefei University of Technology, Hefei 230009, China) 

Abstract: (1 ) -uv+ cyclic codes over 2 2 2 2F uF vF uvF+ + +  is defined, and the relations between (1 ) -uv+  

cyclic codes and cyclic codes is discussed. It is proved that the binary image on isometric Gray map homφ of a 

(1 ) -uv+ cyclic code of length n over R is a linear quasi-cyclic code of index 4 and of length 8n. Furthermore, some 

optimal binary linear quasi-cyclic codes are obtained. 
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1  引言  

自1994年Hammons等人在文献[1]中证明了二

元Kerdock码及其它一些高效的二元非线性码可视

为环 4Z 上线性码在Gray映射下的二元象后，环上码

的研究成为纠错码理论研究的一个热点。近年来对

环上线性码的研究主要集中在有限链环如环

,n
k

p p ppZ F uF u F+ + + 上，有限链环上循环码和常

循环码是重点研究内容 [2 9]− 。2010年，文献[10]首次

引入环 2 2 2 2R F uF vF uvF= + + + 作为有限非链环的

代表载体，研究了该环上的线性码，将该环上线性

码与二元域上的Reed-Muller码联系起来，使得该环

上码的研究也成为了一个热门内容。之后，该环上

的自对偶码、循环码和常循环码也不断被人们加以

研究，并得到了一些非常好的结果 [11 15]− 。 
由于该环既不是有限链环，也不是主理想环，

因而以往在有限链环上的很多研究方法难以利用，

一个较好的方法就是通过不同的Gray映射将该环上

线性码和有限链环 2 2F uF+ 上线性码以及二元码联

系起来，一方面可通过有限链环上的码来研究该环
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上的码，另一方面也可通过此映射构造具有更好参

数的二元码。这样就构造出了许多不同形式的Gray
映射，文献[12]中定义了两种不同的Gray映射：一种

关于Lee重量的Gray映射 Lφ ，并证明了循环码在该

映射之下是一个 4n 的4-拟循环码，另一种关于齐次

重量的Gray映射 homφ ，并证明了循环码在该映射之

下是一个 8n 的8-拟循环码。文献[15]通过定义该环

到有限链环 2 2F uF+ 上的Gray映射进一步研究了该

环上的(1 ) -u+ 循环码，并证明了这类常循环码关于

Lee重量的Gray映射 Lφ 的二元象是一个 4n 的4-准循

环码，将有限链环上常循环码的性质很好地推广到

了非有限链环上，因为在环R 上 ,u v 地位等同，故显

然环R 上(1 ) -u+ 循环码也具有此性质，但这些常循

环码在另一种Gray映射 homφ 下的二元象则无此性

质。本文旨在寻找具有此类性质的常循环码。 
经过研究，我们发现了环R 上关于Gray映射

homφ 下的二元象具有此性质的一类常循环码：

(1 ) -u+ 循环码。本文首先定义了该环上的等距Gray
映射 homφ ，其次讨论了循环码和(1 ) -u+ 循环码的关

系，得到了(1 ) -u+ 循环码的结构，最后证明了该环

上 (1 ) -u+ 循环码在Gray映射 homφ 下的二元象是一

个长为 8n 的4-准循环码，并在此基础上利用Gray映
射 homφ 得到了一些好的二元准循环码。 
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2  环 + + +F uF vF uvF2 2 2 2 上的线性码及

Gray映射 

令 2 2 2 2R F uF vF uvF= + + + ，其中 ,u v 满足
2 2 0,u v uv vu= = = ，则 R 是一个特征为2的局部

环，Frobenius环，但R 既不是有限链环也不是主理

想环。 
环 R 上共有16个元素，每个元素均可记为

x a ub vc uvd= + + + ，其中 2, , ,a b c d F∈ 。 
首先给出环R 上线性码的定义： 
定义１ 环R 上长为 n 的线性码指的是R 模

nR 的一个加法子模。 
在文献[12]中，环R 上任一元素 x 的齐次重量

hom( )w x 可定义为 

为 中其余元素

hom

0,   0

( ) 8,   

4,   

x

w x x uv

x R

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 

进一步可扩展至 nR 中向量 0 1 1( , , , )nx x x −=X  

的齐次重量：
1

hom hom0
( ) ( )

n
ii

w w x
−

=
= ∑X ,则可定义 nR  

中向量 ,XY 的齐次距离为 hom hom( , ) (d w=XY X  
)−Y 。 
定义2  若记环 R 上任一元素 i i ix a ub= + +  

i ivc uvd+ ，其中 2, , ,i i i ia b c d F∈ ，则可定义 ix 的关于

齐次重量的Gray映射 homφ 为 
(

)

hom( ) , ,

               , , ,

               , ,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i

x a b c d b c d

a b d b d a c d

c d a d d

φ = + + + + +

+ + + + +

+ +

 

可延伸至 nR 中向量 0 1 1( , , , )nx x x −=X 的关于

齐次重量的Gray映射 homφ 为 

(hom 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 1 1

0 0 1

( )= + + , , + + + ,

 , , ,

             , , ,

, , , , ,

             , , , ,

 , ,

n n n n

n n n

n n n

n n

n n n n n

n n

a b c d a b c d

b c d b c d

a b d a b d

b d b d a c d

a c d c d c d

a d a d

φ − − − −

− − −

− − −

− −

− − − − −

− −

+

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ +

X

)1 0 1, , , nd d −

 

关于该映射，有 

命题 1[12]：如果C 是环R 上一个 min(hom)( ,2 , )kn d

线性码，则 hom( )Cφ 是域 2F 上的 min( )[8 , , ]Hn k d 线性码。 

3  环 F uF vF uvF2 2 2 2+ + + 上的循环码与
uv(1 ) -+ 循环码 

定义 3 对于 nR 中向量 0 1 1( , , , )nx x x −=X ，

定义 0 1 1( ) ( , , , )nx x xλ λ −=Xν 为向量X 的 -λ 循环

移位向量，对于R 上一线性码C ，若 0 1( , , ,c c∀ =C  

1)nc C− ∈ 均有 ( ) Cλν ∈C ，则称C 为R 上的 -λ 循环

码；若 1 uvλ = + ，则称C 为R 上的(1 ) -uv+ 循环码；

若 1λ = ，则称C 为R 上的循环码。 
类似文献[15]中的证明方法，有 
命题 2  定义 nR 上码字 0 1 1( , , , )nc c c −=C 的多

项式表示是指从 nR 到 [ ]R x 的一同构映射：
1

0 1 1( ) n
nP c c x c x −
−= + + +C 。那么有：若码C 为R

上一长为n 的循环码，则 ( )P C 为 [ ]/( 1)n
nA R x x= −

的一理想；若码C 为R 上一长为n 的 (1 ) -uv+ 循环

码，则 ( )P C 为 [ ]/( 1 )n
nB R x x uv= − − 的一理想。 

关于循环码和 (1 ) -uv+ 循环码，可证明如下结

论： 

命题 3  设n 为奇数，若μ是 nA 到 nB 的满足：

( ( )) ((1 ) )c x c uv xμ = + 的映射，则μ为一环同构。 

证 明  因 ( ) ( )mod( 1) ((1+ ) )na x b x x a uv x≡ − ⇔  

((1 ) )mod( 1 )nb uv x x uv≡ + − − 。至于 μ对多项式的

加法和乘法保持性是自然的，故μ是环同构。 证毕 

推论 1  设 I 为 nA 的子集，J 为 nB 的子集且满

足 ( )J Iμ= ，则 I 是 nA 的理想当且仅当J 是 nB 的理

想。 

推论 2 对 (nR n 为奇数)上任一码字 0 1( , ,c c=C  

1, )nc − 记 
1

0 1( ,(1 ) , ,(1 ) , ,(1 )i n
ic uv c uv c uvμ −= + + +C

1)nc − ，若D 为 nR 的一子模，则D 是循环码当且仅

当 Dμ 是(1 ) -uv+ 循环码。 
在文献[12]中，当码长n 为奇数时，有： 

引理 1  若码C 为R 上一长为n 的循环码，则

( )P C 为 [ ]/( 1)n
nA R x x= − 的一理想，且有 ( )P C =  

1 1 2 2 2( )+ ( )+ ( ), ( )+ ( )g x up x uvb x vg x uvp x< > ， 其 中

, ,i ig p 2 2[ ]/( 1)nb F x x∈ − ，且有 1 1 2 21,n np g x p g x−  

1,−  2 1 1ng g x − 。 

由此可得： 

定理 1  若码C 为 R 上一长为奇数 n 的 (1+  

) -uv 循环码，则 ( )P C 为 = [ ]/( 1 )n
nB R x x uv− − 的一理

想，且有： 1 1 2 2( ) < ( ) ( ) ( ), ( )P C g x up x uvb x vg x= + + +   

2( )uvp x > 。 其 中 2 2(1 ) ,  ,  ,  [ ] /i ix uv x g p b F x= + ∈   

( 1)nx − ，且 1 1 1,np g x − 2 2 2 11, 1n np g x g g x− − 。 

4  环 F uF vF uvF2 2 2 2+ + + 上 uv(1 ) -+ 循环

码与循环码的Gray象 

4.1 码长n 为任意整数情形 
对任意整数 ,m s 若定义： 

( ) ( )
2 2

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )

: sm sm
s

s s

F F

a a a a a a

σ

σ σ σ

→

→
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其中 (1) (2) ( )
2 2 2, , , , :s m m ma a a F F Fσ∈ → 为循环移位。 

则对于域 2F 的码C ，若 ( )s C Cσ = ，称码C 为域 2F 上

长为sm 的 -s 准循环码。 
下面给出本文的一个主要定理： 
定理 2  环R 上的一长为n 码C 为 (1 ) -uv+ 循

环码⇔ hom( )Cφ 为域 2F 上长为 8n 的 4 - 准循环码。 
证明  对于环R上任一码字 0 1 1( , , , )nc c c −=C ，

由前述定义 
( )

(
hom 1 hom 1 0 2

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 2 2 2

1 1 0 0 0

( ) (1 ) , , ,

   + + , + + + , ,

                    ,

                    , , ,|

                    , , ,

  

uv n n

n n n

n n n n

n n n

n n

uv c c c

b c d a b c d

a b c d

b c d b c d

b d a b d

φ ν φ+ − −

− − −

− − − −

− − −

− −

= +

=

+ + +

+ + + +

+ + +

C

1 1 1

0 0 2 2 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 2 2 1

0 0

                  ,

                    , , , ,

                    , , ,

                    , , , ,

                    , ,

n n n

n n n n

n n n

n n n

n

a b d

b d b d c d

a c d a c d

c d c d d

a d a

− − −

− − − −

− − −

− − −

+ +

+ + +

+ + + +

+ +

+ )1 1 0 2

4 hom

, , ,

( )

n nd d d

σ φ
− − −+

= C

 

即 hom 1 4 hom( ) ( )uv C Cφ ν σ φ+ = 。因 homφ 为双射，故码C

为(1 )uv+ -循环码 

1 hom 1

hom 4 hom

hom hom

( ) ( )

              ( ) ( )

              ( ) ( )

uv uvC C C

C C

C C

ν φ ν

φ σ φ

φ φ

+ +⇔ = ⇔

= ⇔

= ⇔

 

为域 2F 上长为 8n 的 4-准循环码。           证毕 

4.2 码长n 为奇数情形 
在4.1节中我们讨论了对码长n 为任意整数时，

环R 上 (1 ) -uv+ 循环码的 homφ 二元象均是长为 8n

的 4 - 准循环码，当码长为奇数时还可证明环R 上循

环码的广义Gray映射(即定理3中的映射 4 homπ φ )的

二元象也是长为 8n 的 4 - 准循环码。为方便起见，

本节讨论所有出现的n 均为奇数，以下不再一一说

明。 

对任意整数s 若定义： 

( ) ( )

2 2
2 2

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )

: ns ns
s

s s

F F

a a a a a a

π

π π π

→

→
 

其中 (1) (2) ( ) 2
2, , , ,s na a a F π∈ 为文献 [3]中所定义的

Nechaev变换。则可以证明： 
    定理 3  环R 上的一长为 n 码C 为循环码⇔  

4 hom( )Cπ φ 为域 2F 上长为 8n 的 4 - 准循环码。 
证明  对于环R上任一码字 0 1 1( , , , )nc c c −=C ，

考虑到 

1 ,  
(1 )

1,        
i

uv i
uv

i

⎧ +⎪⎪⎪+ = ⎨⎪⎪⎪⎩

为奇数

为偶数
 

则由前述 hom 4, , φ μ π 定义可得： 

(
)

hom 0 1

2 1
2 1

hom 0 1 2 3

3 2 1

0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2

3 3 3 1

( ) ,(1 ) , ,(1 ) , ,

         (1 ) ,(1 )

 ( ,(1 ) , ,(1 ) , ,

          ,(1 ) , )

 ( , , + + + ,

          , ,

i
i

n n
n n

n n n

n n

c uv c uv c

uv c uv c

c uv c c uv c

c uv c c

a b c d b c d a b c d

b c d a b

μ φ

φ

− −
− −

− − −

−

= + +

+ +

= + +

+

= + + + + +

+ + +

C

1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 2 2 2

3 3 3 3 1 1 1

0 0 0 1 1 2 2 2

3 3 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2

,

         , , ,

          , , ,|

          , , ,

          , , ,

          , , ,

         

n n

n n n

n n n

c d

b c d a b c d b c d

a b c d b c d

a b d b d a b d

b d a b d

b d a b d b d

− − −

− − −

− − −

+ +

+ + + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + +

+ + + +

3 3 3 1 1

0 0 0 1 1 2 2 2

3 3 1 1 1

0 0 1 1 1 2 2 3

3 3 1 1

0 0 1 2 2 3 1 1

 , , ,

          , , ,

          , , ,

          , , + ,

          + + , , ,  

          , , , , , ,

        

n n

n n n

n n

n n

a b d b d

a c d c d a c d

c d a c d

c d a c d c d a

c d c d

a d d a d d a d

− −

− − −

− −

− −

+ + +

+ + + + +

+ + +

+ + +

+

+ + +

0 1 1 2 3 3 1

4 hom

  , , , , , )

( )

nd a d d a d d

π φ
−+ +

= C

 

则该定理由推论2及定理2可得。             证毕 

4.3 由Gray映射φhom 构造二元好码举例 

下面我们通过一个例子来说明由 (1 ) -uv+ 循环

码确实可构造一些二元好码。 

例  设 3n = ，由定理1，可知环R 上的(1 ) -uv+

循环码可由 nB 的多项式生成，表1给出了一些利用

生成多项式为一个多项式的 (1 ) -uv+ 循环码与循环

码的Gray象得到的二元好码。 

5  结束语 

本文研究了环 2 2 2 2R F uF vF uvF= + + + 上 (1+  

) -uv 循环码和它在Gray映射 homφ 下的二元象的性

质，给出了在码长为奇数时 (1 ) -uv+ 循环码的生成

元，并由此映射得到了一些好的二元线性准循环码，

为构造二元好码提供了好的思路。寻找能够构造好

码的其它类型的常循环码以及更为一般的非有限链

环上常循环码性质研究将是我们下一步研究的目

标。 
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表1 二元好码参数表 

(1 ) -uv+ 循环码  对应循环码 hom( )Cφ  

2( ) ( )uv uv x uv x< + + >  2( ) ( )uv uv x uv x< + + >  [24, 1, 24]  

( )uv uv x< + >  ( )uv uv x< + >  [24, 2,16]  

2( )u vx u v x< + + + >  2( )u vx u v x< + + + >  [24, 4,12]  

21 (1 ) (1 )u v x uv x< + + + + + >  21 (1 ) (1 )u v uv x uv x< + + + + + + >  [24, 8, 8]  

21 (1 ) (1 )u v uv x uv x< + + + + + + >  21 (1 ) (1 )u u x uv x< + + + + + >  [24, 9, 8]  
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