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基于符号相对熵的 Logistic 混沌系统时间不可逆性分析 
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摘  要：该文结合 Logistic 混沌系统特性随参数μ变化的关系，以及相对熵能够反映系统远离平衡状态程度的特

点，提出一种基于符号相对熵估计 Logistic 混沌系统特性的新方法。从仿真结果得到，Logistic 混沌系统存在时

间不可逆性，并随着参数μ的增大而逐渐增强，与初值 0x 无关，经分析推理得到一种新的可量化的非线性动力学

行为指标，为深入了解 Logistic 混沌特性和混沌控制提供理论依据。 
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Time Irreversibility Analysis of Logistic Chaos System 
 Based on Symbolic Relative Entropy 
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Abstract: Considering that the characteristic of Logistic chaos system varies in the relationship of the 

parameterμ , and the feature of that the relative entropy reflects the lack of equilibrium, this paper proposes a 

new method to estimate the characteristic of Logistic chaos system based on symbolic relative entropy. Numerical 

simulations prove that, Logistic chaos system possesses the property of time irreversibility which increases with 

parameter μ and is irrelevant with initial value 0x . Accordingly, a novel quantifiable nonlinear dynamical 

behavior index is obtained, which provides the theoretical basis for understanding Logistic chaos characteristic 

and chaos control. 
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1  引言  

近年来，随着混沌理论的发展，信息技术、生

物医学、电力电子及经济学等领域混沌现象的研究

取得了突破性进展 [1 7]− 。 
混沌现象是不含外加随机因素的完全确定性系

统所表现出来的内部随机行为，具有不可预测性和

不确定性。在一定的控制方法和参数范围内，系统

会出现周期运动和混沌现象。现有的混沌研究方法

主要有分岔图[8]，Lyapunov 指数[9]，Jacobian 矩阵

法[10]等。这些方法直观形象，但是需要进行大量计

算，对于高维迭代映射，不动点和 Jacobian 矩阵计

算更加困难。因此，采用解析方法分析混沌现象存

在一定的局限。数学理论已经证明，在 1 维非线性

系统中得到的倍周期分岔序列与临界点附近的标度
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性质对于高维系统普遍适用[11]。因此，研究 1 维非

线性系统的混沌具有普遍而重要意义，其中具有代

表性的就是 Logistic 混沌系统。 
从时间序列角度研究混沌，始于文献[12]提出

的相空间重构理论。在信息论范畴，熵是对不确定

性的最佳量化参数，对混沌系统产生的时间序列进

行离散化处理，然后进行统计分析和量化，从而使

从时间序列研究混沌成为可能。文献[13]研究了噪

声相互关联时间对 Logistic 系统亚稳态稳定性的影

响，文献[14]分析了 Logistic 混沌系统不同初值和系

统参数的谱熵复杂性，文献[15]研究了 Logistic 混沌

系统突变时间序列临界预警，文献[16]指出时间序

列不对称性或不可逆性是混沌行为的重要标志，文

献[17]研究了脑电信号的时间不可逆性，文献[18]研
究了时间不可逆性与熵产之间的关系。 

截止目前，基于时间序列不对称性或不可逆性

分析混沌行为的方法在医学领域已经取得突破性进
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展，但采用此种方法分析 Logistic 混沌系统特性却

鲜有报道。在文献[16]的启示下，本文拟从时间序

列不对称性或不可逆性的角度研究 Logistic 混沌系

统特性，从而达到识别和量化混沌行为的目的。研

究结果证明，Logistic混沌系统的相对熵由参数μ决

定，与初值 0x 无关，并且随着参数μ增大，Logistic
混沌系统相对熵及相对熵变化范围增大，Logistic
混沌系统远离平衡状态程度增强，从而证明了本文

思路的正确性和可行性。 

2  时间序列符号化和相对熵理论 

2.1 时间序列符号化 
时间序列分析是由符号动力学、混沌时间序列

分析和信息论衍生的形式较为简单的严格数学方

法，是实际动力系统的高度概括和抽象。根据时间

序列与符号序列拓扑共轭的特性，将若干个可能值

上的离散时间序列转化为符号序列，符号化后序列

能够保持原有系统动力学特性，从而将混沌系统变

成一个遍历的信息源，可以采用信息论来分析符号

序列。以 1 维单峰映射 Logistic 函数为例说明时间

序列符号化方法。 
经典 Logistic 函数定义为 

1 ( , ) (1 )n n n nx f x x xμ μ+ = = −          (1) 

根据式(1)，经推导可得 
2

1
1

( , )
2 4n n nx f x x

μ
μ μ+

⎛ ⎞⎟⎜= = − − +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
      (2) 

对于式(2)，任意给定参数μ，当 1/2nx = 有最

大值 max( , ) /4nf xμ μ= ，根据文献 [19]的论述，当

/4nx μ= 时，有最小值 2
min( , ) ( /4)(1 /4)nf xμ μ μ= − 。 

任意给定初值 0x ，代入式(1)得到离散数值序列

0 1{ , , , , }nx x x 。根据拓扑判据分区方法 [20]，

Logistic 映射相空间临界点C 将映射分成两个单调

分支，一个单调上升，一个单调下降，如图 1 所示。
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其中 cx 是临界点C 的横坐标。通过式(3)将离散数值

序列转换成一个由“0”和“1”组成的二进制符号

序列 1 2{ , , , , }nS s s s= 。根据滑动时间窗方法选

择合适编码字长m 并转换成十进制代码序列，计算

代码序列中不同符号序列概率，系统动力学特性就

转化为对概率统计学规律的研究。 
2.2 相对熵理论 

根据 KL(Kullback-Leibler divergence)散度理

论[21]，离散型随机变量的相对熵定义为 

( )
( )

( )lg
( )

f
f b f

bs S

P s
D P P P s

P s∈

= ∑         (4) 

其中 ( )fP s 和 ( )bP s 分别为前向序列和逆向序列的概

率分布，且 2mS = , m 为编码长度。 
相对熵具有以下性质：(1)当 fP 和 bP 各自总和

均为 1，且对于任何s 均需满足 ( ) 0fP s ≥ 和 ( ) 0bP s ≥ ; 
(2)当 ( ) 0fP s = 或 ( ) 0bP s = 时，规定其对应的相对熵

为 0[15]；(3)相对熵只是度量或距离函数，不具有对

称性，即 ( ) ( )f b b fD P P D P P≠ ; (4)相对熵总是大于

0，当且仅当两个序列分布相同时等于 0。 
因为 
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由于 logu− 函数是凸函数，根据詹森不等式有

下面的关系： 
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相对熵反映符号序列前向分布和逆向分布的差

异性。熵的本质是变化的方向性和时间的方向性，

只要相对熵可以计算且大于等于零，就表明存在时

间不可逆性[21]。自然界的一切自发进行过程都是朝

熵增方向进行的，在熵增原理的前提下，熵值较小

对应于比较有序的状态，熵值较大对应于比较无序

的状态，可逆过程的熵值为零。 

3  Logistic 混沌系统相对熵 

当参数 (0, 4]μ ∈ 时，所有的 [0,1]x ∈ ，Logistic
混沌系统分岔图如图 2 所示。从图 2 可以得出，随

着参数μ增大，混沌序列取值范围扩大，分布越来

越均匀。根据倍周期分岔定理[19]，Logistic 混沌系

统发生倍周期分岔点称为定点，定点对应失稳边界

( , ) 1f' xμ = − 。当 1μ ≥ 时，Logistic 混沌系统定点 px

随参数μ变化曲线如图 3 所示。定点随参数μ增大

呈现递增趋势，但是不同初值 0x 对固定点分布不产

生影响。 

当参数 3.500μ > 时，Logistic 混沌系统处于混

沌状态，为了进一步观察 Logistic 混沌系统序列分

布情况，取数据长度L =100000，数值[0,1]之间采

用 0.01 步长进行分区，分区区间M =100，分别取 
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图 1  Logistic 返回映射(μ=4)                         图 2  Logistic 混沌系统分岔图 

参数 3.730μ = 和 3.995μ = 时的混沌序列分布，区

间统计情况如图 4 所示。从图 4 可以看出，参数

3.730μ = 时，序列有一些零值分布，参数 3.995μ =
时，除了在上下边界分布较多数值，其余数值均匀

分布在整个数值空间，Logistic 映射处于强混沌状

态，不同初值 0x 对序列分布几乎没有影响，不同参

数μ对应的序列分布显著不同[22]。因此，本文将探

讨不同初值 0x 和参数μ对序列分布产生的影响，并

将这种影响用相对熵的形式进行量化。 
3.1 相对熵与数据长度关系 

取 Logistic 映射符号序列数据长度L =300，图

5 为前向和逆向符号序列，其中图 5(a)为参数

3.995μ = 时前向序列和逆向序列，图 5(b)为参数

3.500μ = 时前向序列和逆向序列，图中可以明显看

出处于混沌状态和周期状态时前向序列和逆向序列

的差别。 
当参数 3.995μ = 时，Logistic 映射符号序列长

度L 从 1000 开始取到 7000，每隔 500 取一点，共

取 13 个点，分别计算不同长度符号序列相对熵变化

区间和对应的标准差，得到相对熵变化区间与数据

长度L 的关系如图 6 所示。由图 6 中相对熵变化区

间和标准差曲线可知： 
(1)当数据长度L <4000 时，相对熵变化区间和

标准差范围较大。主要是因为数据长度较短时，符

号序列转化为编码过程中会丢失一些状态，使转化

后序列长度小于理论计算数据长度，从而造成相对

熵变化区间和标准差较大； 
(2)当数据长度大于 4000 时，实际数据长度与

理论要求一致，相对熵变化区间和标准差趋于稳定。 
从计算精确度考虑，数据长度越小，算法运算

速度越快，数据长度越大，其统计分布越接近实际

分布，计算的准确性越高。综合实验结果，取数据

长度L =5000，相对熵变化区间和标准差趋于稳定

范围，同时可以保证实验精度要求。 
3.2 相对熵与编码长度关系 

Logistic 映射符号序列数据长度L =5000，编码

长度 m 从 3 取到 10，分别计算参数 3.995μ = 和

3.730μ = 时的相对熵变化范围，得到相对熵变化区

间与编码长度 m 的关系如图 7 所示。 
由图 7 中相对熵变化范围可知：(1)编码长度小

于 8 位时，相对熵变化趋势不明显，编码长度增至

m=8 时，相对熵变化区间迅速增大； (2)参数

3.995μ = 时相对熵的变化范围明显高于 3.730μ =
时的相对熵变化范围。随着系统进入强混沌状态，

相对熵值增大，同时变化范围也增大，反映出系统

远离平衡状态程度随着参数μ的增大而增强。 
编码长度 m 越长实验效果越明显，考虑到算法

复杂度及在实际应用中的实用性，编码长度应取得

短一些，综合考虑以上诸因素，编码长度取 8 位就

能得到理想的实验结果。 
3.3 数据长度L =5000, 编码长度m=8时相对熵特

性 
为了得到更普遍适用的结论，对 Logistic 映射

取数据长度L =5000，编码长度 m=8，系统初值 0x
取值范围为[0.01~0.99]，步长 0.01，参数μ在[3.500 
~3.999]之间取值，步长 0.01, Logistic 映射离散混

沌数据由式(1)产生，取值范围在[0,1]之间，所有数

据均计入计算，得到 Logistic 映射符号序列对应相

对熵如图 8 所示。 
由图 8 中 Logistic 映射混沌数据反映的信息归

纳如下： (1)当 Logistic 映射处于周期态时，相对

熵值保持恒定，且随着周期数增加，相对熵值增大； 
(2)在参数 μ 取值范围内，无论系统初值如何，

Logistic 系统相对熵值变化趋势相同，变化范围及

相应标准差数据分析如图 9所示，从而证明 Logistic
混沌系统的相对熵不具有初值依赖性；(3)随着参数

μ增加，抛开突变点情况，相对熵值增大，相对熵

变化范围同时增大。随着参数μ增加，混沌序列取

值范围增大，Logistic 系统远离平衡状态程度增强，

从而使得序列相对熵值随着参数μ的增加而增大； 
(4)在熵值递增过程中会出现一些突变点情况，即在

特定参数μ下，Logistic 映射没有进入混沌状态，

而是停留在周期分岔状态，并且周期点附近数据稠

密，所有数据都集中在某几个统计区间，导致这些

突变点的相对熵值迅速增大。图 10 所示序列分布图

也证明了这一点。 
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图 3  Logistic 混沌系统固定点随参数 μ变化曲线           图 4  Logistic 混沌系统统计分布图 L=100000，M=100 

 

图 5  Logistic 混沌系统前向和逆向序列 

 

图 6  Logistic 混沌系统相对            图 7  Logistic 混沌系统相对         图 8  L=5000, m=8, Logistic 混沌 

熵与数据长度 L 的关系                 熵与编码长度 m 的关系             系统符号序列相对熵 3 维图 

 

图 9  Logistic 混沌系统相对熵变化                      图 10  L=5000, m=8, Logistic 混沌系统序列分布图 

范围及相应标准差曲线              

4  结论 

本文提出一种采用离散符号序列和相对熵理论 

分析Logistic混沌特性的新方法。给出描述符号序列

总体统计特征的相对熵定义及其性质，结合数学仿 
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真实验，得到Logistic混沌序列的特性：(1)使用离散

符号序列的前向概率和逆向概率分布计算符号序列

的相对熵，由于相对熵可以计算且大于等于零，从

而证明Logistic混沌系统存在时间不可逆性；(2)初值

0x 的变化基本没有改变序列的相对熵值变化趋势，

相对熵变化范围及标准差趋于稳定，从而进一步证

明了并非混沌系统的所有特征参数都具有初值依赖

性；(3)随着参数μ的增加，序列的相对熵值及相对

熵变化范围增大，表明Logistic混沌系统的相对熵特

性基本由参数μ决定，与初值 0x 无关；(4)根据熵增

原理，将物理学和统计学结合起来，实现了利用统

计学理论量化混沌系统离开平衡状态程度。 
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