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基于交替投影的 MIMO 雷达 优波形设计 

赵宜楠
*    张  涛    李风从    周志权 

(哈尔滨工业大学电子与信息工程学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：该文研究用于多输入多输出(MIMO)雷达的具有低相关旁瓣的恒模波形设计方法，这类波形可以抑制距离

旁瓣遮蔽和不同信号回波之间的相互干扰。首先，根据非周期相关函数与功率谱(PSD)之间的傅里叶变换对关系，

将波形的相关特性优化问题转换为功率谱优化问题；然后，基于功率谱拟合的思想，将设计波形的功率谱向理想波

形功率谱逼近； 后，在时、频域交替投影的算法框架下，利用快速傅里叶变换(FFT)实现波形的优化设计。计算

机仿真表明，该算法能够设计具有良好相关特性的 MIMO 雷达波形且运算效率较高。 
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Optimal Waveform Design for MIMO Radar via Alternating Projection  

Zhao Yi-nan    Zhang Tao    Li Feng-cong    Zhou Zhi-quan 

 (School of Electrics and Information Engineering, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China)  

Abstract: This paper discusses the design of unimodular waveforms with low correlation sidelobes that is useful for 

MIMO radar. These waveforms can suppress range sidelobes masking and mutual interferences among different 

echo signals. First, according to the relationship between the aperiodic correlation sequences and the waveforms 

Power Spectral Density (PSD), the correlation porperty optimization is transformed into the PSD optimization. 

Then, based on the PSD approximation, the designed waveforms PSDs are approximated to ideal ones. Finally, 

under the algorithm framework of alternating projection, Fast Fourier Transform (FFT) are used to optimize the 

waveforms. The numerical simulations demonstrate that the proposed method can design waveforms with good 

correlations for MIMO radar and it is computationally efficient.  

Key words: MIMO radar; Waveform design; Range sidelobe suppressing; Power Spectral Density (PSD) 

approximation; Alternating projection 

1  引言  

随着 MIMO 雷达技术的发展，设计具有特定功

能的 MIMO 雷达波形成为相关领域的研究热 
点 [1 5]− 。文献[6,7]研究设计具有低相关旁瓣的组网雷

达波形，以此保证雷达系统的波形分集特性[8]，进而

实现更好的探测性能[9]，更强的目标识别能力[10]以及

自适应阵列技术的直接运用[11]等。 
为了 大化利用发射机功率，同时避免发射机

放大器非线性特性导致的波形畸变，MIMO 雷达波

形需要满足恒模约束[12]；而为了抑制不同发射波形

之间的交叉干扰，保证接收端匹配滤波器更好地提

取感兴趣距离单元内的回波信号，波形需要具有尽

可能低的自相关峰值旁瓣和互相关峰值 [13 15]− 。文献

[16]提出的 Multi-CAN 算法虽然可以设计这类波
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形，但由于约束项过多，算法输出的波形集合的自

相关峰值旁瓣较高，相关特性不够理想。实际上，

设计在全部时间间隔都具有极低旁瓣的波形是一项

十分困难的工作。 
本文根据非周期相关函数与功率谱的傅里叶变

换对关系，提出了一种具有良好相关特性的波形设

计方法。该方法基于交替投影框架[17]，分别定义具

有恒模特性的波形集合和具有理想频谱的波形集

合，使用交替投影算子进行求解，与具有类似思想

的 Multi-CAN 算法相比，具有更低的自相关峰值旁

瓣和更快的计算速度。本文将该算法命名为

MDISAA(Multi-Dimensinal Iterative Spectral 
Approximation Algorithm)。 

2  问题建模 

假定 MIMO 雷达系统由 M 个发射阵元组成，

每个阵元使用一个包含N 个码元的波形，所有的波

形构成一个波形矩阵 N M×∈S 。 
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1 2= M
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦S s s s              (1) 

其中 , 1,2, ,N
m m M∈ =s , N 和 N M× 分别代

表N 维复向量集合与N M× 复矩阵集合。定义序列

间的非周期相关函数如下： 

( ) H
1 2 1 2,k m m m k mc =s s s U s          (2) 

其中 H()⋅ 代表共轭转置， N N× 代表N N× 实矩阵集

合， N N
k

×∈U 为移位矩阵，定义如下： 

T

,            0

,   0

,          0

N

N k

k

k

k

k

k

−

−

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎛ ⎞⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜= >⎨ ⎟⎜ ⎟⎪⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪ <⎪⎪⎩

I

I
U

U

0

0 0
          (3) 

其中 NI 为N N× 的单位阵，0 为具有合适尺寸的全

0 矩阵。当 1 2m m= 时， kc 代表波形的自相关函数，

为了简化描述，本文使用 ( )k ma s 代表 ( , )k m mc s s 。 
波形设计的目的是减少设计波形矩阵与理想波

形矩阵之间的误差，由此可以得到波形设计的目标

函数为 
1 2HH

1

( )
N

k k
Fk N

J
−

=− +

= −∑S S U S S U S       (4) 

其中 N M×∈S 为具有理想相关特性的波形矩阵，

F⋅ 代表 Frobinus 范数。令理想波形矩阵中的所有

波形之间的互相关为 0，目标函数式(4)可以写成 

( )( )
1 2

H

1

( ) diag
N

k k
k N

J
−

=− +

= −∑S S U S a S      (5) 

其中 diag 算子表示由一个列向量构造的对角阵，

: N M M
k

× →a 为一个向量值函数(vector-valued 
function)，代表了波形矩阵的所有波形在延迟为 k

处的自相关采样值，定义 ka 为 

( ) ( )H
1k k M M×=a X X U X I 1         (6) 

其中 为 Hadamard 积， 1M×1 表示 1M × 的全 1 列

向量。 
考虑到波形的相关与功率谱之间的傅里叶变换

对关系，可以将式(5)所示的目标函数转化为谱的逼

近问题，如式(7)所示。 

( )
2 1 2

*

0
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=
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其中 *()⋅ 代表复共轭， M M
p

×∈Φ 为谱矩阵，定义如

式(8)： 
1

H

1

1
exp 2

22

N

p k
k N

p
j k

NN
π

−

=− +

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ S U SΦ  (8) 

1M
p

×∈f 为理想波形矩阵的频谱向量，满足 
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目标函数由式(5)到式(7)的转化可以视为将原本的

时域中相关的优化问题转化为了基于变换域中谱的

优化问题。由于矩阵序列 pΦ 是由S 中各个波形的功

率谱和互谱构成的，使得以式(7)为目标函数的优化

问题是四次的，求解十分困难；为了进行简化，采

用降次的方法，将功率谱的拟合转化为频谱的拟合。

该方法降低了问题的阶数，代价是增加了一个需要

求解的变量。 
为了实现降次的目的，需要对谱矩阵 pΦ 进行分

解；文献[16]指出，谱矩阵等价于设计波形矩阵频谱

向量与自身的外积(Outer product)。 
H

p p p p p= ⊗ =y y y yΦ           (10) 

其中 1M
p

×∈y 为所设计的M 个波形在归一化频率

为 /(2 )p N 处的频谱采样。 

( )
1

T
1

0

1
exp 2

22

N

p n
n

p
j n

NN
π

−

+
=

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑y S     (11) 

其中( )nS 表示矩阵S 的第 n 行元素。将式(10)和式

(11)代入式(7)，得到 

( ) ( )
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其中 tr 表示矩阵的迹， 2diag ( )x 算子表示由列向量

x 中每个元素模的平方构造的对角阵， pΨ 定义为 
22 2 2

, , , ,
1 1 1

2
M M M

p p l p t p t p t
l t t

Ψ
= = =
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其中 ,p ty 和 ,p tf 分别表示向量 py 和 pf 的第 t 个元素，

| |i 表示取模值。由式(11)可知， { : 0,1, ,p p =y  

2 1}N − 与S 具有一一对应的关系，为了便于推导，

此处将目标函数J 视为 py 的函数。首先分析 pΨ 的极

值问题，计算其相对于 2
,| |p my 的梯度 ,p mΨ∇ ，令该梯

度为 0，可得到
2 2

,| |p p m=y f 。对于相同的 p、不同

的m , ,p mf 可能是变化的，而 py 是不变的，此处的

梯度并不一定为 0。因此，考虑梯度的二范数，如

式(14)所示。 
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易知若
2

0pΨ∇ → ，则 , 0p mΨ∇ → ，此时 pΨ 可以取

得极值。 
对于 0,1, ,2 1p N= −  
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仍然仅将 py 看作变量，则式(15)的极小值问题

等价于式(16)的极小值问题： 
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由上述分析知，式(7)中的优化问题可以转化为

求式(16)的极小值问题，而式(16)与式(17)“几乎等

价”[16]。  
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其中 ,( )n m⋅ 代表矩阵第n 行第m 列的元素。若从频域

分析，任意形式相位谱均能满足频域要求，但从时

域考虑，任意选择相位谱会导致恒模约束无法满足。 

3  波形设计 

为解决式(17)所示的优化问题，这里提出一种

多维迭代谱逼近算法，本文称为 MDISAA，该算法

利用了交替投影和相位提取的思想，以及相关与谱

之间的关系进行求解；通过迭代的方式，减少设计

波形与理想波形谱之间的误差，来达到优化波形的

目的。与 1 维波形优化相比，设计波形矩阵更加复

杂。对于前者，每一个时间采样或频率采样对应一

个代表相关或者谱的标量；而对于后者，每个采样

对应的则是一个矩阵。即 1 维波形设计是 1 维向量

之间的逼近问题，而波形矩阵设计是 3 维数组之间

的逼近问题。为了推导该算法，需要定义：(1)波形

的距离；(2)约束波形时域包络和优化相关特性的集

合；(3)每个集合的投影算子。考虑到波形集合使用

波形矩阵来表示，这里采用 Frobinus 范数来定义波

形距离，如式(18)所示。 

( )1 2 1 2dist ,
F

= −S S S S          (18) 

为了约束波形矩阵的包络，定义如下的集值函

数(set-valued function) ( )M V ，代表所有幅度受矩

阵 N M×∈V 调制的波形集合： 

( ) { }*= : =0N M

F
M ×∈ −V X X X V V  (19) 

对于本文考虑的恒模波形设计，直接使用集合

( )M 1 即可，其中1为N M× 的全 1 矩阵。式(20)定
义的集值函数用于优化波形矩阵的相关特性： 
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为集值函数M 和D 定义如式(21)和式(22)的相应的

投影算子： 

( ) ( ) ( )( )
( )

proj argmin dist , expM
M

j
∈

= = ∠
X

G G X G1
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( ) ( )

( )( )
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H T
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               exp

D
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∈
=

= ∠

S
X S

G G X

CF Z FC G    (22) 

其中 exp 和 ∠ 分别代表按元素求 e 指数和幅角主 
值， 2N M×∈Z 满足 ( ) ,, = 1/ p mp m MZ f ,  ∈F  

2 2N N× 为单位离散傅里叶变换矩阵，满足 ( ) ,k l =F  
21

exp ,  
2

N Nj kl
NN

π ×⎛ ⎞⎟⎜− ∈⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
C 为截断/补零矩阵， 

定义为 [  ]N N N N× ×=C I 0 。 
本文提出的 MDISAA 算法主要步骤如下： 
步骤 1 0k = ，选择初始波形 0S , 0S 是N M×

的波形矩阵； 
步骤 2  ( )proj ( )k kD= SY S ； 

步骤 3  ( )1 ( )projk M k+ =S Y1 ； 

步骤 4  1k k= + ，回到步骤 1 直到 1k k+−S S  
ε< 。 

上述 MDISAA 是一种算法框架，并没有指定理

想波形矩阵S 的构造方法；不同的构造方法可以导

出不同的波形设计方法。由式(17)可知，为了得到

具体算法，不需要构造完整的S ，只需要构造理想

波形矩阵的功率谱 { , 0,1, ,2 1}p p N= −f 即可。理

论上，具有白色功率谱的波形，其自相关幅度将具

有 delta 函数的形状。因此，可令 

 ,| | ;  0,1, ,2 1,  1,2, ,p m C p N m M= = − =f  (23) 

其中C ∈ 为常数。将式(23)代入 ( ) , 1/p m M=Z  

,p m⋅ f ，即可得到能用于实际计算的MDISAA算法。 

然而，根据式(17)，从表面上看，MDISAA 仅

对波形的自相关进行了显式的优化，而未考虑互相

关的优化。这里就 MDISAA 对设计波形矩阵互相关

的优化进行研究。将式(23)代入式(12)所定义的目标

函数，得到 

( ) ( ) ( ){ }
2 1 2 2 4

0

1
N

p
p

J C C M
−

=

= − + −∑S y     (24) 

即当 p C=y 时，目标函数取得 小值。由于式(24)

包含了自相关和互相关，使其 小化即可使波形集

合的自相关和互相关同时得到优化。 

将式(23)代入集值函数式(20)，可发现由投影算

子式(22)得到的矩阵满足使式(24) 小化的条件。 

( )( )T
( )proj kD p

C⋅ =SFC S         (25) 

该式表明互相关得到了隐式的优化。这一点与文献

[16]的结论是一致的。但是与该文献提出的 Multi- 
CAN 相比，MDISAA 对于逼近的理想波形矩阵使

用了不同形式，投影算子式(22)直接对自相关进行
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显式优化，带来的好处是自相关的性能得到改善，

相应地，由于互相关的优化是利用式(23)，式(24)
和式(25)隐式实现的，这方面的性能受到一定损失。

这一特性将在下一节的数值仿真中继续分析。 

4  数值仿真 

仿真 1  为验证算法的性能，定义如式(26)的
归一化相关(normalized correlation)幅值 [16]： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2= , ;

              1, 2 1,2, , ,

              = 1 , 2 , , 1

m m k m mA k c N

m m M

k N N N

=

− − − − −

s s

 (26) 

假定发射阵元的个数 3M = ，每个波形序列的

长度 40N = 。将 MDISAA 产生的波形与 Multi- 
CAN 产生的波形相比较。初始序列随机生成，做

100 次蒙特卡洛实验，取其中具有 低相关峰值旁

瓣的波形序列，归一化相关幅值对比如图 1 所示。 

由图 1 中子图(a), (b)和(c)可以看出，MDISAA

产生波形的自相关峰值旁瓣比 Multi-CAN 低很多；

同时通过子图(d), (e)和(f)可以看出，在互相关峰值

方面，MDISAA 比 Multi-CAN 稍差。这一结果符

合上一节对算法的分析：由于 MDISAA 对互相关使

用隐式优化，因此互相关性能与 Multi-CAN 相比存

在一定的损失，以此为代价，MDISAA 的自相关性

能比 Multi-CAN 得到了提升。 

仿真 2  为了进行定量的分析，在不同的波形

序列长度下，将 MDISAA 算法与 Multi-CAN 以及

随机产生波形序列共 3 种方法进行比较。根据文献 

[16 ]，定义如式(27)的自相关峰值旁瓣(Auto- 
correlation Sidelobe Peak, ASP)： 

( )ASP=20 lgmax (dB);

          1,2, , , 1,2, , 1
k ma N

m M k N= = −

s

   (27) 

互相关峰值(Cross-correlation Peak, CP)定义

为 

( )

( ) ( ) ( )

1 2CP=20lgmax , (dB);

       1, 2 1,2, , 1 2,  

       1 , 2 , 1

k m mc N

m m M m m

k N N N

= ≠

= − − − − −

s s

且

   (28) 

归一化拟合误差 (Normalized Fitting Error, 
NFE)定义为 

( )2NFE J MN=              (29) 

假定 3M = , 7 8 132 ,2 , ,2N = ，对每个N 都进

行 100 次蒙特卡洛实验，取相关峰值(包括自相关峰

值旁瓣和互相关峰值) 低的一组波形作为这 100次
实验得到的结果。这 3 种方法产生波形序列的自相

关峰值旁瓣、互相关峰值、归一化拟合误差比较如

图 2 所示，MDISAA 与 Multi-CAN 的运行时间对

比如表 1 所示。 

从图 2(a)可以看出，MDISAA 自相关峰值旁瓣

比 Multi-CAN 低 7~11 dB，性能上有较大改善；由

图 2(b)可知 MDISAA 互相关峰值比 Multi-CAN 高

1.5 dB 左右，互相关方面性能损失不大；图 2(c)则

显示这两种算法的归一化拟合误差相当。另外，通

过表 1 不难发现在运行时间方面，MDISAA 也要优

于 Multi-CAN。 

 

图 1  Multi-CAN 与 MDISAA 波形的相关特性比较 
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图 2 自相关峰值旁瓣，互相关峰值，归一化拟合误差比较 

表 1  Multi-CAN 与 MDISAA 的运行时间比较(s) 

序列长度 N 
算法 

128 256 512 1024 2048 4096 8192 

Multi-CAN 109.67 293.46 753.88 1959.70 5303.66 14580.37 40537.72 
 

MDISAA  61.60 179.76 550.89 1315.52 3636.75 10456.30 34218.00 

 

5  结束语 

本文提出了一种波形设计算法 MDISAA，该

算法可以设计具有低相关旁瓣的波形，这类波形可

以用于MIMO雷达以及通信领域中的CDMA(Code 
Division Multiple Access)系统。MDISAA 基于功

率谱拟合思想，利用交替投影的算法框架，通过

FFT实现主要的运算，计算效率高，且可以进行极

长波形序列的设计。计算机仿真表明，虽然

MDISAA 的互相关峰值比文献[16]提出的 Multi- 
CAN 算法高 1.5 dB 左右，归一化拟合误差相当，

但是自相关峰值旁瓣比 Multi-CAN 低 7~11 dB，

计算速度也要优于 Multi-CAN。 
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