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使用不同置信级训练样本的神经网络学习方法 
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摘  要：针对含不同置信级样本的模型拟合问题，该文提出了一种基于神经网络的二次学习方法。文中指出真实模

型是实验模型的一种变异，提出逼近真实模型期望值的神经网络，是融合先验样本和真实样本的 佳网络。首先，

以先验样本为训练样本进行第 1 次神经网络学习，并计算取决于硬点信息的软点误差容量区间；然后，同时将先验

样本和真实样本作为训练样本，利用软点误差容量区间和硬点误差敏感系数，对神经网络训练过程中输入/目标对

的误差进行修改，通过第 2 次学习得到既能精确拟合真实样本，又能 大化利用先验样本信息的综合网络。与基于

知识的神经网络(KBNN)相比，该方法更加简单，可操控性更强并具有更加明确的逻辑意义。 
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with Different Confidence Levels 
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Abstract: To solve the model-fitting problem with different confidence levels of samples, a Neural-Network (NN)- 

based twice learning method is proposed. It is pointed out that the real model is a variation of experimental model. 

The neural network approximation to the mathematical expectation of real model, is believed to be the best 

network fusing the information of prior samples and real samples. In the first learning, neural network is trained 

using the prior samples only, and the error capacity intervals of the soft points, which are determined by the 

information of hard points, are calculated. Then, both prior samples and real samples are included in the training 

samples. The import-objective errors in the process of NN training are modified, using soft point error capacity 

intervals and hard point error-sensitivity coefficients. The expected network is generated by the second learning, 

with accurate fitting to the real samples and efficacious utilization of the prior samples. In contrast with 

Knowledge-Based Neural Networks (KBNN), this method is simpler and more amenable to manipulation with 

definite logical significance. 
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1  引言  

机器学习算法在很多应用领域被证明很有使用

价值，可以有效地解决数据挖掘等需要动态适应条

件变化，或者超出人类当前认知范围的某些困难问

题[1]。机器学习的效果严重依赖于训练样本的数量和

质量[2]，通常，来自真实使用过程的真实样本比较稀

少而且分布不全面，此时真实样本不适合直接用来

建模[3]。1990 年，文献[4]提出了联合符号化领域理
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论和神经 网络的基 于知识的 神经网络 方法

(Knowledge-Based Neural Networks, KBNN)。与

传统神经网络相比，KBNN 提供了一种使用特定问

题知识(problem-specific knowledge)来补偿样本缺

少的学习途径[5,6]。KBNN 在非线性动态建模[7]、控

制[8]、监测诊断[9,10]、预测[11,12]和知识库的补充[13]等

方面得到了应用。但总体来说，其应用并不广泛[14]，

主要有两方面原因：对于复杂系统，先验领域知识

不易获得，不准确的领域知识甚至会对算法造成误

导[15]；另外，尚无证据表明神经网络的结构因素变

化具有明确的意义[16]。 
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实际上，真实样本稀少时，不仅可以利用公式

化的领域知识进行补充，实验样本作为数据形式的

先验知识，同样可以与真实样本结合进行训练学习。

可以将实验样本学习到的神经网络作为另一种形式

的领域知识，应用 KBNN 对真实样本进行学习。

KBNN 会通过对初始网络权值进行一定范围内精化

修正的方法实现对真实样本的进一步学习。 
本文基于不同置信级样本(真实样本与实验样

本)间的误差分析，针对含先验样本的拟合问题，提

出了一种不同于 KBNN 的神经网络 2 次学习方法，

通过修改标准神经网络算法中输入/目标对误差进

行第 2 次训练，以获得融合先验样本和真实样本的

综合网络。 

2  基本思路 

虽然实验或者虚拟实验更容易获得大量可规划

的样本，但大多数情况下的实验模型相对真实模型

都有一定的误差，该误差可能是因为实验条件的不

完全真实性，或者样本的获取途径差异，所以真实

样本和实验样本是具有不同置信度级别的。不妨称

实验样本为软点样本，真实使用中获取的样本为硬

点样本。若只简单地将二者合在一起进行神经网络

训练，对于偏离软点的硬点，要么会导致过拟合，

要么会成为被忽略的“噪点”。需要一种改进的训练

算法，使其既能对硬点精确拟合，又能 大限度地

利用软点提供的信息。 
可以认为实验模型是真实模型的一种变异；同

样也可认为真实模型是实验模型的一种变异，即：

真实值 ( )h x =实验值 ( )s x +实验模型误差 ( )xε 。它们

的期望值为 
( ( )) ( ) ( ( ))E h x s x E xε= +          (1) 

我们所需要的是，模型在综合所有已知信息下

的期望 ( ( ))E h x 的神经网络近似 neth( )x ，来作为真

实模型 ( )h x 的代理模型，此网络是涵盖当前已知信

息的 佳网络。 
假设通过先验软点样本学习到的神经网络是

nets( )x 。如果网络 neth( )x 和 nets( )x 都是训练良好

的，应有： neth( ) ( ( ))x E h x≈ , nets( ) ( )x s x≈ 。代入

式(1)，得 
neth( ) nets( ) ( ( ))x x E xε≈ +          (2) 

由于实际模型是实验模型的一种变异，已知实

验模型而不知其它信息(误差来源不清楚，没有硬点

样本数据)的情况下，真实模型的期望就是实验模

型， ( )h x 是 ( )s x 的无偏估计，即 ( ( )) ( )E h x s x= , 
( ( )) 0E xε = ，对的 ( )s x 采样点即是 ( ( ))E h x 的训练样

本。当存在硬点样本时， ( ( ))E xε 将与硬点样本数

据有关。 

3  针对单硬点样本的拟合算法 

3.1 单硬点样本的模型误差期望值分析 
若已知某个硬点 0 0( , )x y ，以及由一系列软点训

练得到的先验网络 nets( )x ，假设 0 0neth( )x y= ，则  

0 0 0( ( )) nets( )E x y xε ≈ −          (3) 

对于 0x 点之外，考虑两种特殊情形： 
(1)若 ( )xε 是相互独立，不具有自相关性的随机

值，即 
0

0 0 0

0,                   
( ( ))

nets( ),    

x x
E x

y x x x
ε

≠⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪ − =⎪⎪⎩
 

此时误差函数是离散的，没有“刚性”的。 
(2)若 ( )xε 是常数值， 0 0( ( )) ( ( ))E x E x yε ε= =  

0nets( )x− , neth( )x 是 nets( )x 的沿 y 方向的平移，此

时误差函数是完全“刚性”的。 
实际中，实验模型的误差来源是复杂的， ( )xε 可

能既包含确定性成分，又包含具有一定自相关性的

不确定性成分，若存在 0x 使得 0( ( )) 0E xε ≠ ，可能在

部分区域 ( ( ))E xε 偏离零值，除了在 0x 点， ( ( ))E xε 仍

是未知的。 
由于实验样本具有一定的置信度，不考虑硬点

存在的情况下，根据中心极限定理，假设 ( )xε 服从

正态分布 2
1(0, )N σ ，其概率密度函数为 

2

2
12

1
1

1
( )

2
f e

ε
σε

πσ

−

=            (4) 

如果不考虑实验样本的置信度限制，假设过硬

点 0 0( , )x ε 的函数 ( )xε 在另一点 1x 的值 1( )xε 的概率

分布为 2
0 2( , )N ε σ 。其概率密度函数为 

2
0
2
2

( )

2
2

2

1
( )

2
f e

ε ε
σε

πσ

−
−

=          (5) 

在实验样本的置信度限制下，有且只有一个硬

点 0 0( , )x ε 时，根据贝叶斯公式， 1( )xε 的期望值为 

1 2

1

1 2

( ) ( )d
( ( ))

( ) ( )d

f f
E x

f f

ε ε ε ε
ε

ε ε ε

∞

−∞
∞

−∞

⋅ ⋅
=

⋅

∫
∫

      (6) 

由式(4)和式(5)，

2

2
12

1 2
1 2

1 1
( ) ( )

2 2
f f e

ε
σε ε

πσ πσ

−

⋅ = ⋅  

2
0
2
2

( )

2e
ε ε

σ
−

−

⋅ 。 
对上式进行整理得 

1 2
1 2

1
( ) ( )

2
A Bf f e eε ε

πσ σ
⋅ = ⋅ ⋅        (7) 

式 中
4 2

2 21 0
1 02 2 2 2

1 2 1 2

1
2

A
σ ε

σ ε
σ σ σ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠
,

2 2
1 2

2 2
1 22

B
σ σ
σ σ
+

= −  

22
1 0

2 2
1 2

σ ε
ε

σ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠
，由于A 中不含 ε 项，故 
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1 2
1 2

1
( ) ( )d d

2
A Bf f e eε ε ε ε

πσ σ

∞ ∞

−∞ −∞
⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫      (8) 

1 2
1 2

1
( ) ( )d d

2
A Bf f e eε ε ε ε ε ε

πσ σ

∞ ∞

−∞ −∞
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫  (9) 

积分时，以
2
1 0

2 2
1 2

σ ε
ε

σ σ
+

+
代替 ε ，有 

2 2
21 2

2 2
1 22d dBe e

σ σ
ε

σ σε ε
+

− ⋅∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫                (10) 

2 2
21 2

2 2
1 2

2
21 0

2 2
1 2

d dBe e
σ σ

ε
σ σσ ε

ε ε ε ε
σ σ

+
− ⋅∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⋅ = + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠∫ ∫  (11) 

2 2
21 2

2 2
1 22e

σ σ
ε

σ σε
+

− ⋅

⋅ 是关于 ε 的奇函数，故 
2 2

21 2
2 2
1 22 d 0e

σ σ
ε

σ σε ε
+

− ⋅∞

−∞
⋅ =∫  

从而 
2 2

21 2
2 2
1 2

2
21 0

2 2
1 2

d dBe e
σ σ

ε
σ σσ ε

ε ε ε
σ σ

+
− ⋅∞ ∞

−∞ −∞
⋅ = ⋅

+∫ ∫    (12) 

将式(8)和式(9)代入式(6)，约去相同项，可得 

1 2

1

1 2

2
1 0

2 2
1 2

( ) ( )d
( ( ))

( ) ( )d

d
          

d

B

B

f f
E x

f f

e

e

ε ε ε ε
ε

ε ε ε

ε ε σ ε
σ σε

∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞
∞

−∞

⋅ ⋅
=

⋅

⋅
= =

+

∫
∫

∫
∫

     (13) 

特别地，( )xε 不具有关于 x 的自相关性时， 2σ 为

无穷大，
2
1 0

1 1 2 2
1 2

( ( )) 0E x
σ ε

ε ε
σ σ

= = =
+

; ( )xε 是确定的

常数值时， 2 0σ = ,
2
1 0

1 02 2
1 2

σ ε
ε ε

σ σ
= =

+
。 

在对 ( )xε 不加限制的情况下， 2σ 可能为零或无

穷大；如果限制 ( )xε 的散布程度，显然 2σ 和 1x 0x 的

距离 1 0d x x= − 有关。本文考虑 2/ 0d cσ ≥ ≥ 的情

况，即认为 ( )xε 具有一定的随机性，其概率分布具

有一定的散布程度，不会过度集中，其“刚度”不

会过大。 2/d cσ = 时， 
2
1 0 0

1 2 2 2 2
1 2 11 ( / )c d

σ ε ε
ε

σ σ σ
= =

+ +
      (14) 

若取 1 00.1ε ε= ，可求得 13 /d cσ= ，不妨称

13 /r cσ= 为该硬点的影响范围。则超出该范围后，

误差函数期望值受该硬点的影响将衰减到 10%以

下。注意到当 d=0 时，式(14)同样成立。由 2/c dσ≤  

≤ +∞得 
2
1

2 2 2 2 2
1 2 1

1 1
0

1 ( / ) 1 (3 / )c d d r

σ
σ σ σ

≤ ≤ =
+ + ⋅ +

 

即 ( ( ))E xε 应经过硬点 0 0( , )x ε 且满足： 

0 02
0

0 02
0

0

1
0 ( ( )) ,   0

3( )
1

1
( ( )) 0,   0

3( )
1

( ( )) 0,                               0

E x
x x

r

E x
x x

r

E x

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

⎫⎪⎪≤ ≤ > ⎪⎪− ⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪≤ ≤ < ⎬⎪− ⎪⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪= = ⎪⎪⎪⎪⎭

  (15) 

当输入变量是 n 维时，在 1 2( , , , )nx x xX 的不同

分量 kx 上，通常需要限制不同的硬点影响范围 kr ，

此时应有 ( ( ))E ε X 经过硬点 0 0( , )εX 且满足： 

02

01 2

0

02

01 2

0

0

1
0 ( ( )) ,

1 1 1
1+ 3diag , , , ( )

                    0

1
( ( )) 0,

1 1 1
1+ 3diag , , , ( )

                    0

( ( )) 0,    0

n

n

E

r r r

E

r r r

E

ε ε

ε

ε ε

ε

ε ε

⎫⎪⎪≤ ≤ ⎪⎪⎛ ⎞ ⎪⎟⎜ − ⎪⎟⎜ ⎟⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎪⎪> ⎪⎪⎪⎪⎪⎪≤ ≤ ⎬⎪⎛ ⎞ ⎪⎟⎜ ⎪−⎟⎜ ⎟ ⎪⎜⎝ ⎠ ⎪⎪⎪⎪< ⎪⎪⎪⎪= = ⎪⎪
⎭

X
X X

X
X X

X
⎪⎪

         (16) 

3.2 神经网络算法实现 
只有一个硬点时，获取综合神经网络的算法步

骤如下： 
(1)根据所有软点样本进行标准神经网络训练，

获得先验网络 nets( )X ，并求出模型误差在硬点处的

期望值 0 0 0( ( )) nets( )E x yε = − X ； 
(2)根据主观经验(自变量的观察范围，对误差来

源的主观判断等)，为每个输入方向 jx 设定硬点影响

范围 jr ，将所有软点数据代入式(16)，对于每个样

本点 iX ，可求出相应的误差容量区间 [ed , eu ]i i , edi

和 eui 分别为根据式(16)求出的 ( ( ))iE ε X 的 小值

和 大值； 
(3)以 BP 网络为例，在标准的网络训练过程中，

需要不断计算输入/目标对的误差 i i ie t a= − ，来计

算雅可比矩阵和性能函数(例如均方误差)，本文将

此过程做如下修改： 
对于软点，输入/目标对的误差改为如下： 

( ed ),    ed

0,                      ed eu

( eu ),    eu

i t i i i i

i i i i i

i t i i i i

a t a t

e a t

a t a t

⎧⎪− − − − <⎪⎪⎪⎪= ≤ − ≤⎨⎪⎪⎪− − − − >⎪⎪⎩

  (17) 

对于硬点，为使网络对硬点数据有更好的拟合，

将硬点同时纳入到训练集、验证集和测试集中，且

借鉴信息融合时常用的加权思想[17]，将硬点的输入/
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目标对误差进行放大： 

0 0 0( )e b t a= −             (18) 

b 为硬点误差敏感系数，可取一个较大的值； 
(4)将步骤(3)计算得到的 ie 代替标准BP训练算

法中的 ie 进行第 2 次网络训练，得到融合了软硬点

信息的综合网络 neth( )X 。 
由于神经网络的算法及选择合适的神经元数量

限制，所学习到的网络具有一定的光滑性，一定程

度上限制了 2σ 的上限，而 r 值的大小又限制了 2σ 的

下限，此神经网络算法会在 nets( ) ed+X 和nets( )X  

eu+ 之间寻找到一个相对合适的网络模型。下面用

一个简单的算例来说明此算法的拟合效果。 
3.3 算例 1 

此算例以含单个硬点及多个软点的 1 维输入样

本为对象，图 1 描述了样本的分布情况，并仅用软

点训练得到了先验网络 nets( )x (图 1 中的曲线)，图 2
为 r=2 时每个软点的误差容量区间[ed,eu]，由上述

算法训练得到的综合网络如图 3 所示。图中代表综

合网络的曲线符合我们的主观判断。更改 r=1.5 后

训练得到的综合网络如图 4 所示，对比图 3 和图 4
可以看出 r 值对 终网络的影响。 

 

图 1 含 1 个硬点和多个软点的训练样本及先验网络 

4  针对多硬点样本的拟合算法 

当有多个硬点时，可以参考式(16)求出软点 ix

对应于每个硬点 jx 的误差容量区间 [ed , eu ]ji ji ，取 

eu max {eu }i j ji=            (19) 

ed min {ed }i j ji=       .     (20) 

同样按照式(17)计算 ie 。 
同理，对硬点误差进行放大 

( )j j je b t a= −             (21) 

式(21)中，b 为硬点误差敏感系数。算法的实现过程

与本文 3.2 节相同。以下两个算例将说明此算法对

多硬点样本的拟合效果。 
4.1 算例 2 

此算例以含 4 个硬点及多个软点的 1 维输入样

本为对象，图 5 中描述了样本的分布情况，并仅用

软点训练得到了先验网络 nets( )x ，有 3 个硬点偏离

了先验网络。图 6 为 r=2 时根据式(19)和式(20)计
算得到的每个软点的误差容量区间[ed,eu]，由本文

算法训练得到的综合网络如图 7 所示。 
4.2 算例 3 

此算例以含 3 个硬点及多个软点的 2 维输入样

本为对象，并仅用软点训练得到了先验网络 nets，
有 2 个硬点偏离了先验网络，如图 8 所示，图中 1x , 

2x 表示输入的两个维度。图 9 为本文算法训练得到

的综合网络，在保留了先验网络外形的同时对硬点

具有更精确的拟合。图 10 中曲面为综合网络与先验

网络的差值，图中圆点和五角星分别为软点误差容

量区间的上下限。可见 neth-nets 形成于 eu 与 ed
之间的空间内。 

5  结束语 

本文针对包含大量低置信级样本(实验样本)和
少量高置信级样本(真实样本)的神经网络训练问

题，提出涵盖所有已知信息下模型的期望 E(h(x))
的神经网络近似 neth(x)，是代理真实模型 h(x)的
佳网络。通过对样本间误差关系的分析，提出此网

络应等于先验网络与实验误差期望之和。引入了参

数 r 对实验误差的散布程度进行约束，通过计算软

点误差容量区间[ed,eu]和引入硬点误差敏感系数 b，
对标准神经网络训练过程中输入/目标对的误差进

行了修改替换，多种情形下的算例证明，此方法在

精确拟合高置信级样本的同时，尽可能地利用了低

置信级样本的信息。与 KBNN 相比，该方法更加简 

 

图 2 r=2 时的误差容量              图 3 取 r=2 时由本文算法获得的         图 4 取 r=1.5 时由本文算法获得的 

区间[ed,eu]                 综合网络 neth 与先验网络 nets 对比        综合网络 neth 与先验网络 nets 对比 
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图 5 含 4 个硬点和多个软               图 6 r=2 时的误差容量区间[ed,eu]            图 7 本文算法获得的综合网 

点的训练样本及先验网络                                                         络 neth 与先验网络 nets 对比 

 

图 8 含 3 个硬点的 2 维输入样本及先验网络      图 9 本文算法获得的综合网络               图 10 综合网络与先验网络 

差值 neth-nets 及 eu, ed 

单，可操控性更强并具有更加明确的逻辑意义。本

文算法可用于神经网络的离在线结合训练，或系统

变异后的重新学习。本文所做改进仅限于拟合问题，

分类问题需要进一步研究。 
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