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共形阵列幅相误差校正快速算法 
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摘  要：基于子空间的联合迭代算法可以实现对空间信源方位和阵列幅相误差参数的联合估计。当对共形阵列进行

幅相误差校正时，由于其空域导向矢量不具有 Vander monde 结构，导致快速高分辨空间谱估计方法无法直接应用，

而利用 2 维谱峰搜索实现空间方位估计的运算量较大，限制了算法在共形阵列上的应用。针对此问题，该文提出一

种借助虚拟阵列实现共形阵列幅相误差校正的新方法。该方法利用虚拟阵列的特殊结构快速实现对信源的 DOA 估

计，省去了谱峰搜索过程，因而运算复杂度低，便于工程实现。理论分析和仿真结果验证了所提算法的有效性，可

为共形阵列的工程应用提供参考。 
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A Fast Method for Gain-phase Error Calibration in Conformal Array 

Zhang Xue-jing    Yang Zhi-wei    Liao Gui-sheng 
(National Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: The joint estimation of the Direction of Arrival (DOA) and gain-phase errors can be implemented by the 

joint iteration method based on the eigen structure subspaces. However, when applying the method to correct the 

amplitude and phase error of the conformal array, the fast high-resolution spatial spectrum estimation methods can 

not be applied directly, because of that the space-domain steering vectors of the conformal array does not possess 

the Vander monde structure. On the other side, the computation of DOA estimation implemented by searching 

peak of spatial spectrum in 2-dimension is very large, which limits the application of joint iteration method in 

conformal array. To solve this problem, this paper proposes a new method for gain-phase error calibration in 

conformal array by virtual interpolation. The DOA estimation can be implemented rapidly by utilizing the special 

structure of virtual array, and the searching process of the spatial spectrum peak is eliminated, thus the 

computational complexity of the proposed method is low and the engineering realization of the proposed method is 

easy. Theoretical analysis and extensive simulations verify the effectiveness of the proposed methods, and provide 

a reference for the engineering applications of conformal arrays. 
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1  引言  

 在飞行器或其它移动平台载体表面，常常需要

安装共形阵列天线 [1 6]− 。与常规均匀线阵相比，共

形阵列对飞行器的气动性能影响很小，可减小空气

阻力，同时共形阵列增大了有效发射孔径，可提供

较窄的波束和宽角度扫描。共形阵的优势使其在雷

达、移动通信、无线电测向等方面有着广泛的应用

前景。 
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在实际工程应用中，阵列不可避免地存在着各

种误差，误差的存在导致阵列高分辨技术 (如
MUSIC 算法)的性能显著下降，甚至失效，因此需

要进行误差校正。阵列误差校正方法通常可以分为

有源校正类方法 [7 9]− 和自校正类方法 [10 13]− 。有源校

正方法运算量小，但在校正源存在误差时有源校正

算法性能恶化。自校正方法对空间信源的方向与阵

列的扰动参数进行联合估计，文献[10]提出的基于子

空间的联合迭代自校正算法最具代表性，该算法(称
WF 算法)不需要校正源，可以在线完成误差参数的

估计与校正；但由于该算法需要对信源方位进行估

计，对于共形阵列，快速 DOA 估计算法无法直接

应用，而 2 维谱峰搜索运算量大，难以快速完成，
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从而限制了该算法在共形阵列上的应用。 
本文通过深入分析 WF 算法，将虚拟内插变换

法[14]引入到共形阵列的幅相误差校正中。算法通过

调整虚拟阵列变换矩阵，对虚拟子空间进行修正，

利用修正后的虚拟子空间之间的正交关系实现对信

源方位的 DOA 估计，并由此得到原共形阵列的幅

相误差参数。该算法无需谱峰搜索，具有较低的运

算复杂度，可以快速高效地完成共形阵列幅相误差

和信源方位的联合估计。文中对算法进行了理论分

析和仿真验证，可为共形阵列的应用提供参考。 

2  共形阵列信号模型 

对于包含N 个阵元的任意几何结构阵列，建立

正交直角坐标系 -O XYZ ，如图 1 所示。假设在阵

列远场 ( ),k kθ ϕ ( )1,2, ,k M= " 处有M 个窄带点源以

平面波入射(波长为λ )，其中 kθ 为空间信源的方位

角， kϕ 为空间信源的俯仰角。阵列接收的快拍数据

可由式(1)表示为 
( ) ( , ) ( ) ( )t t tθ ϕ= +x A s n            (1) 

式中 ( )tx 为 1N × 快拍数据矢量， ( )ts 为 1M × 信号

复幅度矢量， ( )tn 为 1N × 阵列噪声矢量。 
考虑到共形阵列载体曲率和单元方向图指向的

差异，以及遮挡效应的影响，阵列导向矢量矩阵

( , )θ ϕA 可表示为 

( ) ( ) ( )1 1 2 2( , ) , , , , , ,M Mθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A a a a"    (2) 

其中 ( , )i iθ ϕa 为第 i 个信源的导向矢量，可由式(3)表
示为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

T

T

TT

1 0 1 2

0 2

0

, g , exp , g ,

 exp , , g ,

 exp

i i i i i i i

i N i i

N i

jk

jk

jk

θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ

⎡= ⎢⎣
⋅

⎤⋅ ⎥⎦

a r v

r v

r v

"　　　　　

　　　　　    (3) 

其中 0 2 /k π λ= 为波数，其大小表示单位波长的周

期数， T[ , , ]n n n nx y z=r 为第 n 个阵元的坐标矢量

( 1,2, , )n N= " , T[ sin cos , sin sin , cos ]i i i i i iϕ θ ϕ θ ϕ=v
为第 i 个信源的空间方位矢量， g ( , )( 1,j i i jθ ϕ =  
2, , )N" 为第 j 个阵元在阵列全局坐标系( , )i iθ ϕ 处的

单元方向图[5]。 

 

图 1 任意几何结构阵列模型 

阵列存在幅相误差时，幅相误差矩阵可表示为
T

1 1 2 2=diag([ exp( ) exp( )  exp( )] )N Nj j jρ β ρ β ρ β"Γ ，

其中 nρ 为第n 个阵元的幅度误差， nβ 为第n 个阵元

的相位误差，通常以第 1 个阵元的幅相误差为基准

( 1 11,  0ρ β= = )。此时方位为( ),θ ϕ 的信源所对应的

实际阵列导向矢量 ( ),r θ ϕa 变为 
( ) ( ), ,r θ ϕ θ ϕ=a aΓ             (4) 

阵列输出模型式(1)可修正为 
( ) ( , ) ( ) ( )t t tθ ϕ= +x A s nΓ           (5) 

阵列误差的存在使得实际噪声子空间与理想信

号子空间不完全正交，需要进行误差校正。 

3  幅相误差对虚拟内插变换的影响 

由于共形阵列导向矢量不具有 Vandermonde
结构，快速子空间类算法不能直接应用于共形阵列，

从而限制了其在工程上的应用。虚拟内插变换[14]可

以将非线性共形阵列转换为虚拟的线性阵列，利用

虚拟线性阵列的特殊结构即可实现快速 DOA 估计。

虚拟阵列变换法的核心是寻找在某个角域 lΘ 内满

足 ( ) ( )H
l θ θ=B a a ( )lθ Θ∈ 的变换矩阵 lB ，其中 ( )θa

和 ( )θa 分别为真实阵列和虚拟阵列的导向矢量，求

解变换矩阵的主要步骤[14]如下： 
步骤 1  将阵列的观测区域划分为许多块，将

第 l 个块对应的区间表示为 (1) (2)[ , ]l lθ θ ； 

步骤 2  取第 l 个块内测试角度 (1) (1),l l lΘ θ θ⎡= ⎢⎣  

(1) (2) (2), 2 , , ,l l lθ θ θ θ θ θ ⎤+Δ + Δ −Δ ⎥⎦" ，用于计算内插矩

阵； 

步骤 3  计算第 l 个块内测试角度 lΘ 的真实导

向 矢 量 (1) (1) (1)( ), ( ), ( 2 ), ,l l l lθ θ θ θ θ⎡= +Δ + Δ⎢⎣A a a a "  

 (2) (2)( ), ( )l lθ θ θ ⎤−Δ ⎥⎦a a ； 
步骤 4  确定虚拟阵元的个数和位置，根据虚

拟阵列计算第 l 个块内测试角度 lΘ 的虚拟导向矢量 
(1) (1) (1) (2)= ( ), ( + ), ( 2 ), , ( ),l l l l lθ θ θ θ θ θ θ⎡ Δ + Δ −Δ⎢⎣A a a a a"

(2)( )lθ ⎤
⎥⎦a ； 

步骤 5  求得矩阵 lB ，使得 H
ll l =B A A ，可以

解得
HH 1( ) ll l l l

−=B AA AA 。 

由上可知，对于给定的阵列，变换矩阵序列{ }lB
仅需计算一次，且可以离线完成。若记真实阵列数

据协方差矩阵为 H 2
s σ= +R ARA I ，则虚拟阵列数

据协方差矩阵为
HH H2=

'
l l l s l lσ= +R B RB AR A B B 。

由于 H
l l ≠B B I ，需要进行预白化处理，变换矩阵为 

( )H H1/2

l l l l

−
=T B B B            (6) 

此时 H
l l =TT I 成立，虚拟阵列的数据协方差矩

阵表示为 H H 2
l l l s' ' σ= = +R TRT AR A I 。若设原阵
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列噪声子空间为 nU ，则虚拟阵列噪声子空间

n l nU TU= 成立。容易看出， ( )' θA 已不具有

Vandermonde 结构，然而，由于 l nTU 与 H 1/2( )l l
−B B  

( )θ⋅A 相互正交，且 ( )θA 具有 Vandermonde 结构，

由此仍然可以根据 root-MUSIC 算法构造求根多项

式，进而实现快速 DOA 估计。 
不失一般性，下面将感兴趣的观测空间固定于

第 l 个角域，设该角域的理想变换矩阵和理想预白化

变换矩阵分别为 iB 和 iT ，即令 =i lB B , =i lT T ，同

时设该角域内仅存在 1 个信源，信源方位为 0 0( , )θ ϕ 。

设 iA , iA 分别为理想情况下原阵列和虚拟阵列的

导向矢量矩阵，下面分别从原阵列不存在幅相误差

和存在幅相误差两个方面对阵列子空间的正交关系

进行分析。 
当原阵列不存在幅相误差时， iT 将理想的接收

数据 ix 转换为理想的虚拟数据 ix ： 

[ ] ( ) [ ]

( )

H H

H

1/2

1/2
   

i i i i i i i

ii i

−

−

= + = +

= +

x T As n B B B As n

B B As n   (7) 

由 ix 可得到理想的虚拟信号子空间和理想的虚

拟噪声子空间，利用两者之间的正交关系，结合虚

拟阵列的特殊结构，即可快速准确地实现对信源的

DOA 估计。 
当原阵列存在幅相误差时，原阵列的实际接收

数据 rx 可表示为 
 r r r i r= + = +x A s n As nΓ          (8) 

用理想的变换矩阵 iB 和理想的预白化变换矩

阵 iT 进行变换，会得到带有误差的虚拟阵列数据

ex ： 

[ ]e e ei i r+ = +x T As n A s n= Γ         (9) 

由 ex 可得到实际的虚拟信号子空间 srU 和实际

的虚拟噪声子空间 nrU ，虽然 srU 与 nrU 相互正交，

但是由于 iB , iT 与原阵列结构间存在失配，导致变

换后的虚拟阵列数据存在响应误差，且该误差的特

性与原阵列相比而言可能发生改变。如果不能够补

偿虚拟阵列的响应误差，基于虚拟阵列的信源波达

角估计方法将失效。 
 存在阵列误差时，理想变换矩阵相对真实阵列

流形的失配使得虚拟阵列不能反映信号的空域信

息。实际变换矩阵 0B 需要根据实际原阵列流形来设

计，即 0B 满足 H
0 ( ) ll =B A AΓ ，得 

( )

( )( ) ( ) ( )

HH

HH H

#

0

1 1
   

ll

ll l l i

− −

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

B A A

A A A A BΓ

Γ

Γ Γ Γ   (10) 

其中 #( )i 表示求矩阵的广义逆操作。 

由式(6)得到实际需要的预白化变换矩阵 0T ，利

用 0T 得到实际需要的虚拟阵列数据 0x 。 

[ ] ( )H 1/2
0 00 0 0

0 0  

ii r

−
= + = +

= +

x T As n B B As n

A s n

Γ

  (11) 

此时的 0x 能够真实地反映信号空域信息，可以准确

实现 DOA 估计。下面对变换矩阵失配时虚拟阵列

的误差特性进行分析，即考察 eA 与 0A 之间的相互

关系。 
由上可知， e i i=A T AΓ , 0 0 i=A T AΓ ，且

H
0 0 =T T Ι ，由此得到 

H H
00 0 0e i i i i i= = =A T A TT T A TT AΓ Γ      (12) 

若令 H
0i=C TT ，则有 0e =A CA ，容易看出，

当 ≠ IΓ 时，C 一般不具有对角矩阵结构，这使得

虚拟阵列的误差校正相比于原阵列更加复杂。为此，

本文提出利用虚拟阵列进行 DOA 估计，同时结合

原共形阵列来校正方向无关的阵列幅相误差的联合

迭代自校正算法。 

4  联合迭代自校正算法 

 为了论文的完整性，下面首先简要介绍文献[10]

基于子空间的正交原理提出的经典联合迭代自校正

算法(WF 算法)，该算法通过对式(13)的优化问题进

行迭代求解来实现阵列误差的自校正。 
l l( ){ }

( )
( ) ( )H H H

nr nr
, ,

, , arg min , ,
θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ= a U U a�Γ Γ Γ
Γ

(13) 

 利 用 矩 阵 等 式 ( , ) diag[ ( , )]vec( )θ ϕ θ ϕ=a aΓ Γ  
( , )θ ϕD� δ，式(13)可以变形为 
l l( ){ }

( )
( ) ( )

( )
( )

H H H

H

, ,

, ,

, ,

    arg min , ,

    arg min ,

nr nrθ ϕ

θ ϕ

θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ

=

=

D U U D

Q

�

Γ

Γ

Γ

δ δ

δ δ    (14) 

其中 H H( , ) ( , ) ( , )nr nrθ ϕ θ ϕ θ ϕ=Q D U U D 。 

    WF 算法通常采用谱峰搜索方法来获得信源方

位估计，对于共形阵列，进行两维谱峰搜索的运算

量大，难以实时快速完成，从而限制了 WF 算法在

共形阵列上的应用。为解决 WF 算法在共形阵列上

运算量大的问题，同时考虑到误差校正的复杂性，

本文利用虚拟阵列进行快速 DOA 估计，同时结合

原阵列进行误差估计，具体流程如下： 

步骤 1  初始化 0l = ，离线计算理想的变换矩

阵 iB ，同时令 l
0

l
=Γ Γ ，其中 0Γ 为共形阵列幅相误

差矩阵初始值，其具体取值参见式(16)； 
步骤 2  由原阵列实际接收数据 rx 得到原阵列

的实际噪声子空间 nrU ； 
步骤 3 得到修正的变换矩阵 l l H 1

0=(( ) )
l

i
−B BΓ ，
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由式(6)和式(7)得到修正的虚拟噪声子空间 l
nU ，利

用虚拟噪声子空间与虚拟信号子空间的正交性，结

合 root-MUSIC算法得到信源方向的估计值 l( , )
l lθ ϕ� ，

具体可参考文献[14]； 
步骤 4  令 T[1, 0, , 0]=w " ，由信源方向的估计

值 l( , )
l lθ ϕ� 得到原阵列误差参数的估计值： 

( )
( )

l ( )T

1
1 11

1

ˆ,
, diag

ˆ,

l l
l ll

l l

θ ϕ

θ ϕ

−
+ ++

−
= =
Q w

w Q w

�
� �

�
δ Γ δ  (15) 

步骤 5  判断是否收敛，若收敛则停止，否则

1l l= + ，并跳转至第(3)步，继续迭代，收敛条件 

为： ( 1) ( )l lJ J ε− − ≤ ，其中 ( ) ( ) l( )
H1 1 ,

l l llJ θ ϕ
+ −= Q� �δ  

( )1l+
⋅ �δ 。 

 本文所提算法中，原共形阵列幅度误差在虚拟

阵列上会产生额外相位误差，从而影响信源方位的

初始估计精度。为了减小扩散误差，本文首先得到

原 共 形 阵 列 各 阵 元 幅 度 误 差 初 估 计 值 

( )1,2, ,i i Nα = " ，满足
( )
( )

2

2

,

1,1
r

i
r

i i σ
α

σ
−

=
−

R
R

�
�

，其中 2σ�  

为噪声功率估计值，满足 2

2

1
1

N

i
iN

σ λ
=

=
− ∑� , rR 为原 

共形阵列的数据协方差矩阵， iλ 为 rR 的第 i 个特征

值，且 ( )i j i jλ λ> < 。由此得到原共形阵列幅度误

差矩阵初始值 T
0 1 2diag([    ] )Nα α α=G " ，取原阵列

相位误差初始值 Tj j2
0 diag([1   ] )Ne eϕ ϕ= "Φ ，令幅

相误差矩阵初始值为 

0 0 0=G :Γ Φ             (16) 

其中:表示 Hadamard 积运算。 

在上述的幅相误差校正过程中，利用虚拟阵列

快速高效地实现了对信源方位的 DOA 估计，并利

用 DOA 估计值得到原阵列的误差参数，运算量大

大降低，便于工程实现。同时由于共形阵列幅相误

差矩阵初始值 0Γ 中含有幅度误差信息，提高了系统

的校正性能。 

5  运算复杂度分析 

下面以图 2 所示的阵列模型为例进行分析，原

共形阵列采用图 2(a)所示的半球阵列结构，利用图

2(b)所示结构的虚拟十字阵列对其进行内插变换。 

WF算法中采用MUSIC 算法进行 2 维DOA估

计，设原阵列阵元数为N , 2 维谱峰搜索的点数为K , 

WF 算法中实现 DOA 估计的运算复杂度为
3 2[15( 1) ] [ ( )]O N O K N N− + + 。 

 

图 2 阵列模型 

利用虚拟阵列进行 DOA 估计的运算复杂度为
3[255 ( 1) ]xO L N − [15], xN 为虚拟阵列在 X 轴上的阵

元数。由上可知，当 xN N� 时，利用虚拟阵列实

现 DOA 估计的运算量大大降低。 

6  仿真实验 

    仿真实验中采用如图 2(a)所示的半球共形阵列

结构，虚拟阵列如图 2(b)所示。半球阵列由原点处

阵元和 4 个等距圆阵组成，各圆阵阵元数分别为 12, 
8, 4, 1，半球底面半径取2λ。虚拟阵列各轴向阵元

数为 4，间距为 /2λ 。设阵元的局部单元方向图 

i( , )θ ϕg �� ，满足 i
i( ) icos , 0 /2

( , )
0        

ϕ ϕ π
θ ϕ

⎧ ≤ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
g ��

其它
，其中 iϕ  

为局部俯仰角， θ�为局部方位角，阵元局部坐标系

如图 2 中 o-xyz 所示，此时阵列导向矢量建模可参考

文献[5]。 
阵元幅度误差、相位误差均服从 0 均值的高斯

分布。幅度误差标准差为 Aσ ，幅度误差为χ dB 时，

20 lg( 1)Aχ σ= + 成立；相位误差标准差为 φσ ，以 φσ
来衡量相位误差的大小。 

实验 1  半球共形阵列含有 0.1 dB 的幅度误差

和 5°的相位误差，信噪比为 10 dB，得到不同快拍

数下 WF 算法和本文算法在线实现幅相误差校正所

需的 CPU 时间，如表 1 所示。 

表 1 在线实现幅相误差校正的 CPU 时间对比(s) 

快拍数 WF 算法 本文算法 

100 224.4443 0.3702 

200 224.2072 0.3584 

500 225.9154 0.3723 

 
可以看出，相比于 WF 算法，本文算法在线完

成 1 次幅相误差校正所用时间缩短了两个数量级，

证实了本文算法运算量低、实现快速的优点。 
实验 2  半球共形阵列含有 0.1 dB 的幅度误差

和 5°的相位误差，快拍数为 500，当信噪比由 0 dB
变化至 20 dB时，经过 1000次独立的蒙特卡洛实验，
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得到 WF 算法和本文算法进行 DOA 估计以及幅相

误差校正的性能对比曲线，如图 3 所示。 
由仿真结果可知，两种算法的幅相误差校正性

能受信噪比影响较大，信噪比越大两种算法的校正

性能越优。在幅度误差校正方面，两种算法性能接

近；相位误差校正方面，信噪比较低时，本文算法

性能明显低于原算法，随着信噪比的增大，二者校

正性能接近。 
实验 3  信噪比取 10 dB，相位误差由 0°变化

至 8°，其它条件同实验 2，得到 WF 算法和本文算

法进行 DOA 估计和幅相误差校正的性能对比曲线，

如图 4 所示。 
由仿真结果可知，两种算法对幅度误差的校正

性能受相位误差影响较小，WF 算法性能略优于本

文算法。在 DOA 估计和相位误差校正方面，两种

算法的的校正性能均随相位误差的增大而变差，相

位误差较小时，文中算法与 WF 算法性能接近，随

着相位误差的增大，文中算法性能逐渐变差。简言

之，文中算法对幅度误差的校正性能受相位误差影

响较小，而在 DOA 估计和相位误差校正方面对相

位误差更敏感。 

实验 4  相位误差取 5°，幅度误差由 0 dB 增

至 0.5 dB，其它条件同实验 3，得到两种算法进行

DOA 估计和幅相误差校正的性能对比曲线，如图 5

所示。 

由仿真结果可知，在 DOA 估计和幅相误差校

正方面，文中算法略差于 WF 算法，其性能不随幅

度误差的增大而变化，即文中算法 DOA 估计和幅

相误差校正性能独立于幅度误差。 

 

图 3 均方根误差随信噪比变化对比曲线 

 

图 4 均方根误差随相位误差变化对比曲线 

 

图 5 均方根误差随幅度误差变化对比曲线 
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7  结束语 

本文将虚拟内插变换引入到共形阵列的幅相误

差校正中，利用虚拟阵列快速高效地实现对信源方

位的 DOA 估计，并利用 DOA 估计值得到原阵列的

误差参数。所提算法具有运算复杂度低、实现快速

的优点，可为共形阵列工程应用提供参考。本文方

法仅适合对幅相误差进行校正，当阵列存在方位依

赖误差时如何进行误差校正，还需进一步探讨和研

究。 
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