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基于含噪复值 ICA 信号模型的快速不动点算法 
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摘  要：复数快速不动点算法亦称为复数 FastICA 算法，是盲信号分离的一类重要算法。然而，该算法对被噪声

污染的混合源的分离效果较差，尤其是在低信噪比的情况下。这主要是由于在噪声环境下，被白化过后的信号样本

的相关矩阵不再是单位阵而是一个对角矩阵。该文基于复信号快速不动点算法，首先将基于含噪复值 ICA 信号模

型的混合源投影到信号子空间，以便进行去噪和去相关处理，然后对现有的复数 FastICA 算法的学习规则做了修

正，从而在迭代更新过程中考虑了噪声的影响，因此将显著提高复数 FastICA 算法的盲信号分离性能。文中给出

了去噪非圆信号 nc-FastICA 算法的推导和步骤，仿真结果说明了该算法的有效性。 
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Abstract: The complex fast fixed-point algorithm, also called complex FastICA, is one of the most important 

algorithms for Blind Signal Separation (BSS). However, the performance of this algorithm deteriorates when it is 

used to separate the noisy mixed sources, especially in the low SNR case, since the covariance matrix of whitened 

observations is not an identity matrix but a diagonal matrix. This paper bases on the present complex FastICA. 

First, the mixed sources defined with complex Independent Component Analysis (ICA) signal model are projected 

onto the signal subspace. Thus, the denoising and decorrelating from mixed signal samples can be handily achieved. 

Then, the learning rule of the algorithm is modified, where the effect of white Gaussian noise is taken into account. 

Therefore，the BSS performance of complex FastICA is improved markedly. In this paper, the learning rule of 

denoised noncircular FastICA (nc-FastICA) is derivated and the detailed procedure is given. Simulation results 

demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm. 

Key words: Independent Component Analysis (ICA); Complex fast fixed-point algorithm; Circular signal; 

Noncircular signal; Denoise 

1  引言  

独 立 分 量 分 析 (Independent Component 
Analysis, ICA)是上个世纪 90 年代发展起来的一种

盲信号处理方法[1]，主要用于盲源分离(Blind Source 
Separation, BSS)。经过 20 多年的探索研究，ICA
已在理论上获得重要发展，并在音频信号处理、图

像信号处理、阵列信号处理、生物医学信号处理、

数字通信等方面都有很好的应用 [2 7]− 。 
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快速不动点算法(fast fixed-point algorithm)，
因其收敛的高速性也被称为 FastICA[8]，是经典的

ICA 算法之一。Bingham 等人[9,10]在 2000 年提出的

复值信号的快速不动点算法将 FastICA 算法从实数

域推广到复数域，但该算法仅局限于圆信号处理，

因此被称为 c-FastICA 算法。Novey 等人[11]在 2008
年对该算法进行了扩展，使之能处理非圆信号，这

就是著名的 nc-FastICA。复数 FastICA 可应用于无

线通信、雷达、磁共振成像等方面的数据分析 
中 [12 14]− 。 

然而，目前并没有能够较好处理噪声 ICA 模型
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的复数快速不动点算法。张和发等人[15]在 2011 年对

nc-FastICA 算法做了修正，并将之用于提取微弱信

号，然而其主要是在算法过程的白化步骤中进行了

去噪处理，效果不佳。本文提出了去噪复数 FastICA
算法，对噪声复数 ICA 模型的 FastICA 算法的学习

规则做了改进，起到了较好的去噪作用，使得分离

效果有显著提高。 

2  ICA 信号模型及复数 FastICA 算法 

2.1 复随机变量及其统计量 
 复随机变量 x 定义为两个实随机变量 Rx 和 Ix

的组合，即 , ,R I R Ix x jx x x= + ∈ ∈ R ，其均值定

义为 { } { } { }R IE x E x jE x= + ，两个复随机变量 1x 和

2x 的不相关性定义为 * *
1 2 1 2{ } { } { }E x x E x E x= ；复随

机向量 T
1 2[ , ,..., ] Nx x x= ∈x N 的协方差矩阵定义

为 Hcov( ) {( { })( { }) }E E E= − −x x x x x ，伪协方差矩

阵定义为 Tp cov( ) {( { })( { }) }E E E= − −x x x x x ；如

果 p cov( ) 0ix = ，则称 ix 是二阶圆的，否则是非圆的。

复随机变量及其圆与非圆性的更详细的描述可以参

见文献[16,17]。 
2.2 复数 ICA 信号模型 

经典的复数 ICA 信号模型为 
=x As                 (1) 

其中，列向量 T
1 2[ , ,..., ] M

Ms s s= ∈s  表示未知的源

信号，列向量 T
1 2[ , ,..., ] Nx x x= ∈x N 表示观测信

号， N M×∈A 是未知的混合矩阵。因此，ICA 信号

模型中得到的观测信号通常是源信号的线性组合。 
该模型可辨识一般要求满足以下条件：(1)各未

知信源 is 彼此统计独立； (2) is 中至多只有 1 个是服

从复高斯分布的； (3)观测向量维数应不小于盲源

向量维数，即N M≥ ； (4)线性混合矩阵 N M×∈A

是列满秩的，即 rank( ) M=A 。 
不失一般性，假设源信号具有零均值和单位方

差，即 H{ }E =ss I 。如果源信号至多有一个高斯信

号的，则通过 ICA 能分离出各源信号。 
 ICA 的 主 要 目 标 是 寻 找 一 个 分 离 矩 阵

M N×∈B ，使变换后的各信号分量 =y Bx之间相

互统计独立。顺便指出，y 作为信源s的估计量，

一般存在幅度上和顺序上的不确定性，只是这些不

确定性是可接受的。 
 一般地，快速不动点算法首先要对观测数据进

行白化处理，即 
= =z Vx VAs sΦ             (2) 

使得 H{ }E =zz I 。这里V 是白化矩阵， H{ }E =zz  
H H H{ }E = =ss IΦ Φ ΦΦ ，因此 =VAΦ 是酉矩阵。

所以，ICA 的目标变为要寻找一个酉矩阵 HW 使得

H=y W z的各分量相互独立。对x 的相关矩阵做特

征值分解 H H{ }E= =xR xx U UΣ ，由 H{ }E =zz V  
H H{ }E⋅ =xx V I知，白化矩阵可取为 

1/2 H
s s
−=V UΛ                (3) 

其中， sΛ 是由Σ中非零特征值所构成的对角矩阵，

sU 是由U 中非零特征值对应的特征向量所构成的

特征向量矩阵。这样，分离矩阵B可重写为 
H=B W V               (4) 

2.3 非圆复信号 ICA 的 nc-FastICA 算法 
 非圆复信号 ICA模型中，伪协方差矩阵p cov( )s  
≠ 0 ，即 T{ }E ≠ss 0 ，即各信源的实部和虚部的方

差不相等，且不相关。nc-FastICA 算法的代价函 
数[9,11]为 

( ){ } ( ){ }22 H( )J E G y E G= =w w z       (5) 

其中 :G → 是光滑的非线性偶函数，常见形式

有 1( )=G u a u+ , 2( )= lg( )G u a u+ , 2
3( ) 0.5G u u= , 

a 是任意常数，常取为 0.1, u 是任意变量，w是M

维复值权向量且有约束 H 2| | 1=w z , Hy = w z 。因

此，产生如下优化问题： 

( ){ }2

2H
opt

1
arg maxE G

=
=

w
w w z         (6) 

 非圆复信号的快速不动点算法的学习规则为 

( ) ( ){ } ( ){ }
{ } ( ){ }

2 2 2 2 *
1

2T *2 *

1 1 1

= +

        

n n

n

n n n

E g' y y g y E g y y

E E g' y y

+

+ + +

⎫⎪− ⎪⎪⎪⎪⎪⎬+ ⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

w w z

zz w

w w w

(7) 

其中 ( ) d ( )/dg u G u u= , ( ) d ( )/dg' u g u u= 。 

上述更新规则收敛后得到某个信源的估计，要

得到所有信源的估计，必须重复进行M 次迭代，得

到M 个M 维复值权向量 1 2, , , Mw w w ，从而也就找

到了酉矩阵 H
1 2[ , , , ]M=W w w w 。为了避免不同的

权向量收敛到相同的极值，从第 2 个权向量开始，

需要对每次迭代得到的权向量 (1 )i i M< ≤w 与

1 2 1, , , i−w w w 做去相关处理，通常采用 Gram- 
Schmidt 正交归一化过程来实现。 

3  噪声复数 ICA 信号模型及去噪 nc- 
FastICA 算法 

3.1 噪声复数 ICA 信号模型 
 具有噪声的复数 ICA 信号模型如下： 

=x As n+                (8) 

其中，列向量 T
1 2[ , , , ] Nn n n= ∈n N 为噪声向量，

各噪声 , 1,2, ,in i N= 都是均值为零，方差为 2σ 的

高斯白噪声，相互独立，即 H 2{ }E σ=nn I ，噪声与

各信源也相互独立；且噪声是圆的，即实部与虚部
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不相关且具有相同的方差。为了估计噪声的方差，

噪声复数 ICA信号模型通常要求观测向量维数大于

盲源向量维数，即N M> 。在理论上，观测向量维

数越大越好。因为观测向量维数大了，噪声方差估

计更准确，接收端包含的信息量更大。 

 类似于不含噪声的 ICA 模型，快速不动点算法

也首先要对观测数据进行白化处理，但考虑到噪声，

这里白化过程将不同于不含噪声的情形，需要对观

测信号进行信号子空间与噪声子空间的分解[18]。对
H H H 2= { }= { }E E σ+xR xx A ss A I 做特征值分解有 

H 2 2 H H= = ( ) =σ σ+ +xR U U I U I U U UΣ Σ Λ   (9) 

其 中 2 2 2 2
1 2 1 2diag( , , , ) diag( , ,Nλ λ λ σ σ σ σ= = + +Λ  

2 2 2 2, , , , )Mσ σ σ σ+ , 2, 1,2, ,i i Mσ = 为信号子空

间对应的特征值 ( 假定特征值经过排序，即

1 2 Nλ λ λ≥ ≥ ≥ )，酉矩阵 1 2 1=[ , , , , ,M M+U u u u u  

, ]Nu 。理想情况下，信源数目M 可以根据该特征

谱的拐点来估计，同时估计出噪声方差 2σ ，但实际

情况中，我们只能用样本的时间平均来得到
H{ }E=xR xx  的估计，这导致特征谱中N M− 个

较小的特征值 1, ,M Nλ λ+ 一般不相等，因此常采用

MDL, AIC 等方法来估计信源数目[19]。 

 假定已估计到信源数目M ，噪声方差可近似为
2

1( )/( )M N N Mσ λ λ+≈ + + − ，信号子空间对应的

特征值取为 2 2
i iσ λ σ= − , 1,2, ,i M= ，信号的特

征值矩阵 及对应的 特征向量 矩阵分别 记为
2 2 2
1 2diag( , , , )s Mσ σ σ=Λ 和 1 2[ , , , ]s M=U u u u ，噪声

的特征向量矩阵记为 1 2[ , , , ]n M M N+ +=U u u u 。这

样，就得到了信号子空间的特征值及对应的特征向

量，从而可得到如下伪白化矩阵： 
1/2 H= s s

−
sV UΛ                (10) 

此时，伪白化后的观测数据应表示为： 
s=q V x  

由于 H{ }E qq 是对角矩阵，但不是单位矩阵，故

sV 被称为伪白化矩阵。式(9)可重写为 

( )
H

1H 2 2
H

2 3

H 2

= + = +

   

ss

s n
n

s s s

σ σ

σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜⎝ ⎠

= +

x

U
R U U I UU I

U

U U I

Σ

Λ

0

0 0

Λ

 (11) 

将式(10)和式(11)代入 H{ }E qq ，并利用 H
s sU U  

M= I ( MI 是M M× 单位矩阵)，易得： 
H H

1/2 H H 2 1/2

2 1

{ }

   ( )

   

s s

s s s s s s s

M s

E

σ

σ

− −

−

=

= +

= +

qR V xx V

U U U I U

I

Λ Λ Λ

Λ      (12) 

分析式(12)易知，当信噪比SNR 很大即 2
iσ  

2( 1,2, , )i Mσ = 时, 2 1
sσ −Λ 很小因而可以忽略，因此

M≈qR I ；而SNR较小时, qR 中 2 1
sσ −Λ 不能被忽略。 

q的伪协方差矩阵为 

( )
p T T T

T T T T

cov( ) { } { }

          { } { }

s s

s s

E E

E E

= =

= +

q qq V xx V

V A ss A nn V  (13) 

因为复高斯白噪声被假定为是圆的即 T{ }E nn  
= 0， 式(13)可重写为 

p T T T Tcov( ) { } { }s sE E= =q qq V A ss A V     (14) 

3.2 去噪 nc-FastICA 算法的学习规则 
 在复数 FastICA 算法的推导过程中，利用了近

似关系 H H{ ( )} { } { ( )}E f E E f≈zz z zz z 和z的白性，得

到了如下近似： 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 2 2H

2 2 2

E g' y y g y

E g' y y g y

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

≈ +

zz

　　         (15) 

从而有了式(7)中右端的第 1 项。 
 然而，根据前面的分析知道，在噪声复数 ICA
信号模型中 H{ }E ≠qq I ，若也使用类似式(15)的近

似，则可能会带来较大的误差，特别是在SNR较低

的情况下，会导致分离效果不佳。实际上，含噪的

复数快速不动点算法的代价函数和优化问题为 

( ){ }2H( )J E G=w w q              (16) 

( ){ }2H
opt 2 1

argmaxE G
=

=
w

w w q        (17) 

因此，考虑到噪声后，对应式(15)有 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }( )

2 2 2H

2 2 2 2 1
M s

E g' y y g y

E g' y y g y σ −

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

≈ + +

qq

I　　 Λ  (18) 

从而，对应式(7)有 

( ) ( ){ }( )

( ){ }
{ } ( ){ }

2 2 2 2 1
1

2 *

2T *2 *

1 1 1

= +

 

 

=

n M s n

n

n n n

E g' y y g y

E g y y

E E g' y y

σ −
+

+ + +

⎫⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎬⎪⎪+ ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

w I w

q

qq w

w w w

　

　

Λ

 (19) 

 顺便指出，当 T{ }E =ss 0 即源信号具有圆性时，

由式(14)易得 { }TE =qq 0 ，然后代入式(19)并简化

后便得到圆信号的去噪 c-FastICA 算法的学习规

则。 

3.3 去噪 nc-FastICA 算法 

 根据前面的分析，可以得到去噪 nc-FastICA 算

法的具体步骤： 

(1)估计出观测信号 x 中所含有的独立信源的

个数M ； 

(2)对观测信号x 做中心化处理； 
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(3)对中心化处理后的观测信号的协方差矩阵
H{ }E=xR xx 做特征值分解； 

(4)用式(10)的矩阵 sV 对中心化处理后的观测信

号作伪白化变换，得到伪白化后的信号q，噪声方

差 2
1( )/( )M N N Mσ λ λ+= + + − ，信号的特征值矩

阵 2 2 2
1 2diag( , , , )s Mλ σ λ σ λ σ= − − −Λ ； 

(5)初始化 H
M=W I ； 

(6)对 HW 中的各列向量 1 2, , , Mw w w ，按从 1w
到 Mw 的顺序分别运用式(19)进行更新，同时从 2w
开始，每得到一个 (1 )i i M< ≤w 就与 1 2 1, , , i−w w w
做Gram-Schmidt正交归一化； 

(7)按式(4)得到分离矩阵 H
s=B W V 和信源的

估计 H=y W q。 
注意，步骤(6)中计算 (1 )i i M≤ ≤w 时，迭代可

以按 i F
ε<w 收敛， ε 是迭代精度。 

4  计算机仿真 

 本文中所有仿真实验都采用如下 Amari 指数[20] 
[0,1]AI ∈ 作为算法性能的评价指标： 

1 1

1 1

1
1

2 ( 1) max

      1
max

M M
ij

A
k iki j

M M
ij

j i k kj

c
I

M M c

c

c

= =

= =

⎡ ⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎟⎜= − ⎟⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎢ ⎜⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞⎟⎜ ⎥⎟⎜+ − ⎟⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎥⎜⎝ ⎠⎦

∑ ∑

∑ ∑     (20) 

其中M 表示信源数目， ijc 表示测度矩阵 H=C B  
M M×⋅ ∈A 中第 i 行，第 j 列对应的元素(这里假定

A , B分别表示 ICA 过程中的混合矩阵和分离矩

阵)。 AI 值越小说明分离效果越好，10 lg 10 dBAI >−  

则意味着分离效果不佳。仿真实验中使用了非线性 

函数 2G 和 3G ，其中常数 0.1a = 。 

4.1 仿真实验 1 

 本仿真实验采用两个相互独立的8QAM基带信

号 1s 和 2s 作为盲源，它们都是非圆复信号。信源本

数为 10000，噪声为零均值的复高斯白噪声，信噪

比 SNR 10 dB= ，混合矩阵A为实部和虚部均服 

从高斯分布的复随机矩阵，在实验中随机生成，观 

测信号数目为 8, 2G 作为非线性函数。采用本文提

出的去噪 nc-FastICA 算法进行分离，结果如图 1 所

示，这里绘制的是由信号的实部和虚部构成的散点

图。 

 图 1 中(a)和(b), (c)和(d)以及(e)和(f)分别为源

信号、混合信号和分离信号。从图中可以直观地看

出，去噪 nc-FastICA 算法对被噪声污染的混合信源

进行了成功的分离。本次实验的分离指标10 lg AI =  

22.1732− ，说明分离效果比较理想。 

4.2 仿真实验 2 
 本仿真实验采用两个盲源信号 1s 和 2s ，它们都

是服从复广义高斯分布(CGGD)[21]的超高斯信号，

其形状参数分别为 1 0.8c = 和 2 0.1c = ，扩展的协方 

差矩阵分别为 1

5 3

3 5a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C 和 2

10 3

3 10a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C 。信源样 

本数为 1000，噪声情况等其它实验条件同仿真实验

1。采用本文提出的去噪 nc-FastICA 算法进行分离，

结果如图 2 所示。 

图 2 中(a)和(b), (c)和(d)以及(e)和(f)分别为源

信号、混合信号和分离信号的实部。从图中可以直

观地看出，去噪 nc-FastICA 算法对被噪声污染的混

合信源进行了成功的分离。本次实验的分离指标

10 lg 17.8675AI = − ，也说明了分离算法的有效性。 
4.3 仿真实验 3 
 本仿真实验采用非圆复信号 1s 和 2s 作为盲源，

其中，信源 2s 是 8QAM 基带信号，信源 1s 是服从

CGGD 的超高斯信号，其形状参数 0.5c = ，扩展的 

协方差矩阵为
5 3

3 5a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C 。信源样本数为 10000， 

噪声为零均值的复高斯白噪声，SNR设为从 0~20 

dB，共进行 21 次不同SNR实验，每次实验中又进

行 2000 次蒙特卡罗实验，混合矩阵A为实部和虚部 

 

图 1 两个 8QAM 信号及其混合与分离的散点图 
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图 2 两个 CGGD 信号的混合与分离 

均服从高斯分布的复随机矩阵，在每次蒙特卡罗实

验中随机生成，观测信号数目为 8。每个SNR实验

得到的 AI 是 2000 次蒙特卡罗实验得到的 Amari 指
数的平均。算法中非线性函数分别采用了 2G 和 3G ，

并分别采用了 nc-FastICA 算法和去噪 nc-FastICA
算法进行仿真，结果如图 3 所示。 

 

图 3 在不同信噪比下 nc-FastICA 算法 

和去噪 nc-FastICA 算法的性能对比 

分析图 3 可以清晰地发现，无论是对 2G 还是对

3G ，对于被噪声污染的混合源，去噪 nc-FastICA
算法的分离性能明显优于 nc-FastICA算法，在SNR

较低的情况下尤其如此。例如，当SNR 5 dB≤ 时， 
nc-FastICA 算法的分离性能比去噪的 nc-FastICA
算法的性能平均要差-3 dB；在SNR 0= 时，去噪的

算法性能平均要好约-4 dB(对 3G 而言)。而随着

SNR 的增加，两种算法的分离性能逐步靠近，在

SNR 18 dB≥ 时，它们的分离指标几乎相同，这与

理论分析的结果是一致的。 
从图 3 中分析对应 3G 的两条曲线还可以知道，

在信噪比较低时，相同分离性能下，去噪算法与未

去噪算法要求满足的信噪比相差较大。例如，去噪

算法在 SNR 2≈ 时，分离指标达到 10 lg 18AI = −  

dB ，而未去噪算法要达到这个性能，要求满足

SNR 8≈ 。这也说明，去噪 nc-FastICA 算法确实提

高了盲信号的分离性能。 
关于两个非线性函数效果的差异问题，非线性

函数不同，分离效果会有差异，因为分离效果受很

多因素的影响，比如信源超高斯、次高斯，非圆系

数，收敛条件的设定等。 

5  结束语 

本文对噪声复 ICA信号模型的快速不动点算法

进行了研究。首先通过对观测信号的协方差矩阵进

行信号子空间和噪声子空间分解，从而在伪白化过

程中将观测信号投影到信号子空间；然后在已有复

数 FastICA 算法的学习规则的基础上，考虑了噪声

影响，对学习规则做了改进，使之更符合带噪声的

信号模型。因此，去噪 nc-FastICA 算法提高了盲辨

识性能。仿真结果验证了本文算法的有效性。 
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