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一种三阶多项式相位信号去噪的字典学习算法 
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摘  要：在加性高斯白噪声的影响下，对于三阶多项式相位信号(CPS)，经典的字典学习算法，如 K-means Singular 

Value Decomposition(K-SVD)， 递归 小二乘字典学习算法(RLS-DLA)和K-means Singular Value Decomposition 

Denoising (K-SVDD)得到的学习字典，通过稀疏分解，不能有效去除信号的噪声。为此，该文提出了针对 CPS 去

噪的字典学习算法。该算法首先利用 RLS-DLA 对的字典进行学习；其次采用非线性 小二乘(NLLS)法修改了该

算法对字典更新的部分； 后对训练后的字典通过对信号的稀疏表示得到重构信号。对比其它的字典学习算法，该

算法的信噪比(SNR)值明显高于其它算法，而均方误差(MSE)显著低于其它算法，具有明显的降噪效果。实验结果

表明，采用该算法得到的字典通过稀疏分解，信号的平均信噪比比 K-SVD, RLS-DLS 和 K-SVDD 高出 9.55 dB , 

13.94 dB 和 9.76 dB。 
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Abstract: Under the influence of additive white Gaussian noise, the classical dectionary learning algorithms, such 

as K-means Singular Value Decomposition (K-SVD), Recursive Least Squares Dictionary Learning Algorithm 

(RLS-DLA) and K-means Singular Value Decomposition Denoising (K-SVDD), can not effectively remove the 

noise of Cubic Phase Signal (CPS). A novel dictionary learning algorithm for denoising CPS is proposed. Firstly,the 

dictionary is learned by using the RLS-DLA algorithm. Secondly,the update stage of the RLS-DLA algorithm is 

modified by using Non-Linear Least Squares (NLLS) in the algorithm. Finally, the signal is reconstructed via 

sparse representations over learned dictionary.Signal to Noise Ratio (SNR) obtained by using the novel dictionary 

learning algorithm is obviously higher than other algorithms,and the Mean Squares Error (MSE)  obtained by 

using the novel dictionary learning algorithm is obviously lower than other algorithms. Therefore there is obviously 

denoising performance for using the dictionary learned by the algorithm to sparsely represent CPS. The 

experimental results show that the average SNR obtained by using the algorithm is 9.55 dB ,13.94 dB  and 

9.76 dB  higher than K-SVD, RLS-DLS and K-SVDD. 

Key words: Cubic Phase Signal (CPS); Recursive Least Squares Dictionary Learning Algorithm (RLS-DLA);         

Dictionary learning; Non-Linear Least Squares (NLLS); Curve fitting  

1  引言  

多项式相位信号在信号处理方面有广泛的应用，

如船舶的水下检测，雷达和通信系统及声呐 [1 3]− 等，

                                                        
2013-05-23 收到，2013-10-25 改回 

国家自然科学基金 (51377179) ，中央高校基本科研业务费

(CDJZR12160020)和重庆教委项目(KJ120510)资助课题 

*通信作者：欧国建  ouguojia_2005@qq.com 

而三阶多项式相位信号(Cubic Phase Signal, CPS)

在雷达信号处理中常用于对复杂移动目标的回波相

位进行建模[4,5]。由于多项式相位信号在信号处理方

面有广泛的应用，因此，对多项式相位信号的去噪

就显得非常重要。常见的对信号去噪的方法很多，

比如基于小波的去噪方法，基于独立分量分析的信

号去噪方法，基于相位匹配的信号去噪方法，以及
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基于稀疏表示的信号去噪方法等等，在这些方法中，

由于稀疏表示对信号去噪不需要先验地获取信号和

噪声的统计特性，因此，它成为研究的热点。但是，

在稀疏表示中，采用固定字典的形式往往使得运算

量很大，用智能计算，如粒子群算法[6]，虽然能加快

计算速度，适合对非线性信号的处理，但因其有一

定的随机性，并不适合某些应用场合。因此，字典

学习算法近年来引起了越来越多研究者的兴趣，已

成了稀疏表示领域的热点问题。 

字典学习算法的研究有 3 个方向[7]：第 1 个是基

于概率的字典学习方式，如 大后验 (MAP)字典学

习算法[8]；第 2 个是基于矢量量化的学习方式，如

K-means Singular Value Decomposition (K-SVD)

字典学习算法[9]； 后是基于具体结构的学习方式，

如参数字典设计[10]。在这 3 个研究方向内，涌现出

了许多的字典学习算法，其共同特征都是通过某种

方式使得字典获得更符合信号内容，特征或者纹理

特征。 

字典学习算法都是要训练或学习一个字典，令

其满足一定的目的。设定 N L×∈X R 为受训信号的矩

阵， K L×∈W R 为系数矩阵， N K×∈D R 为需要训练

的字典，s 为稀疏约束， ( )f i 为代价函数，字典学习

算法则要解决如下的问题： 
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对于这个问题的解，很多研究者提出许多字典学习

算法，其中 K-SVD 是一种比较经典的字典学习算

法，它采用对矩阵奇异分解的方式完成对字典的学

习，但其训练的字典对信号的去噪效果并不理想，

并且无法保证普遍收敛。之后文献 [11]提出的

Recursive Least Squares Dictionary Learning 

Algorithm (RLS-DLA)算法，具有较好的收敛性，

比 K-SVD 执行效率更高，但重构信号的信噪比

(SNR)比重构前的信号的信噪比提高不到1 dB 。为

此，在 K-SVD 基础上，文献[12]针对图像去噪提出

了一种字典学习算法，本文称之为 K-means 

Singular Value Decomposition Denoising (K-SVDD)

算法，该算法根据 大后验估计(MAP)和假设每个

图像分块都能被训练的字典稀疏表示，但是这种字

典学习算法用于多项式相位信号，如 CPS 的去噪，

效果并不好，并涉及到参数λ的选取问题。之后，

文献[13]对混合噪声图像的去噪提出了一种加权字

典学习算法，该算法在改进的 K-SVD 算法基础上，

采用加权方式，并融合了参数估计，实现了对混合

噪声图像的去噪，该算法同样针对图像去噪，用于

多项式相位信号，效果同样不好。 

为了实现对信号的有效去噪，本文提出的字典

学习算法在 RLS-DLA 算法的基础上，采用非线性

小二乘法修改了该算法对字典的更新部分，我们

称该算法为递归 小均方 - 非线性 小二乘 

(Recursive Least Squares- Non Linear Least 

Squares, RLS-NLLS)字典学习算法。实验表明，相

比 K-SVD, RLS-DLA 和 K-SVDD 字典学习算法，

该算法对 CPS 具有更好的去噪效果，并且运算量远

远低于采用固定字典的形式。 

2  问题描述  

本文首先提出典型的 CPS，即三阶多项式相位

信号的去噪问题：设y 为观测信号，x 为未被噪声

污染的信号，v为高斯白噪声信号，因此有 

+y = x v                   (2) 

这里需要设计一种算法有效去掉y 中的噪声，尽可

能得到未被噪声干扰的的 CPS。按照文献[6]的字典

学习设计思想，对于 CPS 去噪的字典学习算法设

计，需要解决以下问题： 

{ } 2
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其中 iw 为系数矩阵W 的第 i 列，D为需要学习的过

完备字典，Y 为观测信号集合，X为去噪信号集合，

, iuλ 为参数，由 
2

0 2
arg min

i

i i i i= + −
w

w w Dw y       (4) 

可得到 

{ } 2 2
2 2

,
argmin, λ= − + −
D X

DX X Y DW X    (5) 

通过对式(5)的求解，可得到 
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式(6)中的D可通过 RLS-DLA 算法得到，而参

数λ的设定需要得到高斯白噪声的方差 σ ，文献[7]

通过参数估计的方法得到噪声的方差σ ，然而这种

方式加大了计算的复杂度。对于式(6)，实验表明，
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其去噪效果非常不理想。因此本文通过另外一种方

式来完成对字典的学习，以促使有效完成对 CPS 的

去噪。 

字典学习是从观测信号数据中得到 优的稀疏

表示，使得字典中原子结构更接近于观测信号。对

有噪声的 CPS，通过字典学习，字典中的原子结构

必然接近于有噪声的 CPS。对此，本文通过非线性

小二乘法对原子结构进行拟合，使其结构接近于

无噪声的 CPS，这样训练出来的字典通过稀疏表示

能有效去除 CPS 的噪声。 

3  算法描述  

3.1 算法思想   

由于本文算法是建立在 RLS-DLA 算法的基础

之上，首先介绍 RLS-DLA 算法的字典学习。由文

献 [5]可知，RLS-DLA 算法不像 ILS-DLA[14]和

K-SVD 那样需要在一批训练矢量完成后再进行字

典更新，其采用每个训练矢量在处理时字典持续更

新，并且该算法引入了遗忘因子λ，用恰当的方式

调节λ使得该算法较少受到初始字典的影响，并能

改善算法的收敛性。根据式(1)可得 

( )( ) 1T T −
=D XW WW           (7) 

根据矩阵求逆引理和引入的遗忘因子λ， 后得

到的方程为 
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，这样，RLS-DLA 通 

过迭代的方式，完成了对字典的学习。但是，大量 

的实验表明，RLS-DLA 通过对信号的稀疏表示得到 
的重构信号，其信噪比仅比重构前的信号提高

0.8 dB左右。 

分析RLS-DLA及K-SVD字典学习算法对多项

式相位信号去噪效果不好的原因，是因为通过这些

字典学习算法训练后得到的字典，其原子结构接近

于信号。因此，如果观测信号是带噪声的信号，则

通过字典学习，得到的原子结构必然是带噪的信号

结构。那么，如果对原子数据进行修正，让原子结

构接近与不带噪的信号结构，这样得到的字典通过

稀疏表示得到的重构信号，其去噪效果就很明显。

于是本文引入了非线性 小二乘法，通过拟合原子

数据，让原来带噪的原子结构变为不带噪的原子结

构。从图 1(a)可以看出，对有加性高斯白噪声的

CPS，用 RLS-DLA 字典学习算法训练字典后，训

练后的字典原子是一个含加性高斯白噪声的函数，

而从图 1(b)中可以看出，通过非线性 小二乘法对

原子的拟合，原子是一条光滑的曲线，这样就有效

去除了原子的噪声。通过这样的处理得到的字典，

通过稀疏分解我们就能对信号有效的去噪。 
对非线性 小二乘法拟合，其原理如下： 

给定一个矢量函数 : n mf R R ，其中m n≥ ，

需要求解以下方程： 

{ }
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这就是非线性 小二乘法拟合的基本原理。                 
3.2 . RLS-NLLS 算法  

用 0
N K×∈D R 表示初始化字典， N L×∈Y R 表示

受训信号集合，即观测信号的集合， K L×∈W R 为系

数矩阵，算法步骤如表 1 所示。 

 

图 1  RLS-DLA 字典学习算法得到的原子函数曲线及拟合曲线 
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表 1 RLS-NLLS 算法步骤 

任务：找到 好的字典，使得该字典通过稀疏表示能有效地去

除 CPS{ }
1

N
i i=y 的噪声。 

初始化：任取K 段观测信号作为初始字典 0
N K×∈D R ，并使

之标准化。 

for 1, 2, ,i K=  

(1)取得第 i 个受训信号 i ∈y Y ； 

(2)通过用追踪算法和 1i−D ，得到系数矢量 iw ； 

(3)求得 1i i i−= −r y D w ； 

(4)运用 iλ ，计算矢量
1

1i iλ −
−=u C , T1/(1 )iα = + w u ；

(5)更新字典
T

1i i α−= +D D ru 。 

end  

for 1, ,i K=  

(1)取得字典D 的第 i 个原子 ig ； 

(2)运用非线性 小二乘法拟合原子 ig ，得到拟合后的原子
*
ig ； 

(3)把拟合后的原子
*
ig 代替原来的原子 ig ； 

end  

后得到的字典 'D 为 { }* * *
1 2, , , K' =D g g g 。 

 
4  实验  

本节主要验证通过该算法对 CPS 的去噪效果。

去噪效果采用信号的均方误差(Mean Square Error, 

MSE)和信噪比(SNR)来衡量，定义如下： 
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      (10) 

其中N 为信号长度， ( )x k 为无噪声信号的第k 个数

据点， ( )x k 为噪声信号的第 k 个数据点。由式(10)

可知，MSE 越小，则 SNR 越大，去噪效果就越好。

以下对本文提出的字典学习算法(RLS-NLLS)在去

噪效果上与 K-SVD, RLS-DLA 及文献[6]提出的去

噪的 K-SVD(K-SVDD)进行对比。CPS 可表示为[15] 
3

0

( ) cos ( ) ( ) ,  [0, ]i
i

i

x n a n v n n NΔ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑    (11) 

在实验中，设定 3 2 1 0(    ) (500 400a a a a= =a  
300 / 3)π , Δ为採样间隔， ( )v n 是高斯白噪声，信

号的信噪比设为 8.2 dB 。图 2 中，分别列出 4 种算

法得到的字典通过稀疏表示得到的重构信号，从图

中可以看出，RLS-NLLS 算法对 CPS 的去噪效果

好。4 种算法得到的 MSE 和 SNR 的值分别如表 2
和表 3 所示。从表 2 和表 3 可以看出，RLS-NLLS
算法重构的信号比其它 3 种算法重构的信号更接近

于无噪声的 CPS，其信噪比明显高于其它 3 种算法

重构的信号。 

 

图 2  RLS-NLLS, RLS-DLA, K-SVD 及 K-SVDD 重构信号对比图 
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表 2 4 种算法重构信号的 MSE 值 

迭代次数 
算法 

6 7 8 9 10 11 

K-SVD 0.0220 0.0162 0.0203 0.0267 0.0287 0.0254 

RLS-DLA 0.0567 0.0607 0.0585 0.0640 0.0582 0.0645 

K-SVDD 0.0235 0.0163 0.0272 0.0267 0.0252 0.0270 

RLS-NLLS 0.0022 0.0032 0.0030 0.0026 0.0034 0.0014 

表 3 4 种算法重构信号的 SNR 值 

迭代次数 
算法 

6 7 8 9 10 11 

K-SVD 13.55 14.88 13.90 12.73 12.40 12.93 

RLS-DLA  8.45  9.15  9.31  8.92  9.34  8.89 

K-SVDD 13.27 14.87 12.64 12.72 12.97 12.67 

RLS-NLLS 23.51 21.87 22.15 22.85 21.69 25.62 

 
5  结论 

稀疏表示可以去除信号的噪声，稀疏表示领域

中，采用字典学习算法获得字典是一个重要的方法，

因此，设计具有去噪能力的字典就具有重要意义。

本文提出一种针对 CPS 去噪的 RLS-NLLS 字典学

习算法，该算法在 RLS-DLA 算法的基础上，融合

了非线性 小二乘法，通过对初始字典的学习，使

得学习后的字典通过对信号的稀疏表示，能有效去

除 CPS 的噪声。实验表明，采用 RLS-NLLS 得到

的字典通过稀疏分解，平均信噪比比 K-SVD, 
RLS-DLS 和 K-SVDD 高出 9.55 dB , 13.94 dB和

9.76 dB ，具有良好的去噪性能。 
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