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参数自适应调整的稀疏贝叶斯重构算法 
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摘  要：稀疏表示模型中的正则化参数由未知的噪声和稀疏度共同决定，该参数的设置直接影响稀疏重构性能的好

坏。然而目前稀疏表示问题优化求解算法或依靠主观、或依靠相关先验信息、或经过实验设置该参数，均无法自适

应地设置调整该参数。针对这一问题，该文提出一种无需先验信息的参数自动调整的稀疏贝叶斯学习算法。首先对

模型中各参数进行概率建模，然后在贝叶斯学习的框架下将参数设置及稀疏求解问题转化为一系列混合 L1 范数与

加权 L2 范数之和的凸优化问题， 终通过迭代优化得到参数设置和问题求解。由理论推导和仿真实验可知，已知

理想参数时，该算法与其它非自动设置参数的迭代重加权算法性能相当，甚至更优；在理想参数未知时，该算法的

重构性能要明显优于其它算法。 
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Abstract: The regularization parameter of sparse representation model is determined by the unknown noise and 

sparsity. Meanwhile, it can directly affect the performances of sparsity reconstruction. However, the optimization 

algorithm of sparsity representation issue, which is solved with parameter setting by expert reasoning, priori 

knowledge or experiments, can not set the parameter adaptively. In order to solve the issue, the sparsity Bayesian 

learning algorithm which can set the parameter adaptively without priori knowledge is proposed. Firstly, the 

parameters in the model is constructed with the probability. Secondly, on the basis of the framework of Bayesian 

learning, the issue of parameter setting and sparsity resolving is transformed to the convex optimization issue 

which is the addition of a series of mixture L1 normal and the weighted L2 normal. Finally, the parameter setting 

and sparsity resolving are achieved by the iterative optimization. Theoretical analysis and simulations show that 

the proposed algorithm is competitive and even better compared with other parameter non-adjusted automatically 

iterative reweighted algorithms when ideal parameter is known, and the reconstruction performance of the 

proposed algorithm is significantly better than the other algorithms when choosing the non-ideal parameters. 

Key words: Compressive sensing; Sparse signal reconstruction; Iterative reweighting; Sparse Bayesian learning; 

Parameters adjust automatically 

1  引言  

近几年来，基于稀疏表示的机器学习方法在各

领域得到迅速发展。将稀疏表示的思想引入解决机

器学习的问题， 初是由压缩感知、稀疏表示在信

号处理中的应用启发而来。两个问题可抽象为统一

的稀疏重构问题来进行描述。稀疏重构任务可归结
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为寻找欠定线性系统 = +y x nΦ 的 稀疏解，在求

解过程中需要引入正则化参数来对数据拟合和信号

稀疏度进行平衡。由于该参数一般为噪声和信号稀

疏度的函数，常常难以选择。而算法成功与否以及

重构性能好坏对该参数的选择有很强的依赖性。现

有的稀疏表示模型求解方法都无法自动设置、调整

正则化参数。如凸松弛的方法，例如基底追踪去噪

(Baisis Pursuit DeNoising, BPDN)[1], Dantzig 选择

器 (Dantzig selector)[2]， 小绝对值收缩选择器

(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator, 
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LASSO)[3]等。由于等效的优化目标函数为凸函数，

这些算法的主要共同优点是能够获得唯一解，但大

多数凸松弛算法均要求主观设置正则化参数；另一

类贪婪算法复杂度较低但重构性能不足，也同样存

在参数设置问题，如：正交匹配追踪(Orthogonal 
Matching Pursuit, OMP)[4]、阶段正交匹配追踪

(stagewise OMP)[5] 、 子 空 间 追 踪 (Subspace 
Pursuit)[6]等。与上述两种逼近求解方法不同的另一

种方法是稀疏贝叶斯学习方法(Sparse Bayesian 
Learning, SBL)。它基于贝叶斯思想，对模型中未

知量进行概率建模，然后进行贝叶斯推理求得稀疏

解 [7 11]− 。该模型在无噪时的全局 优解与欠定线性

系统的 稀疏解等价，且在含噪声时所得的局部

优解也是稀疏的[7]。文献[9]证明了其 差情况均要

优于 LASSO，且便于添加对稀疏信号的约束。但是，

贝叶斯稀疏重构算法假设噪声功率是已知的，不能

自适应进行调整[12,13]。此后的许多迭代重加权算法

均需事先设置或启发式设置 [14 16]− 参数。综上所述，

现有的优化算法都需要通过主观或是依据别的方法

来设置正则化参数。 
在优化算法框架之外，对稀疏正则化参数数值

选择方法的研究也陆续展开，这些方法总的来说都

是从 Tikhonov 正则化下[17]的参数选择方法扩展而

来，主要包括 Discrepancy principle[18], SURE 
(Stein’s Unbiased Risk Estimator)[19], GCV 
(Generalized Cross Validation)[20], GSURE 
(Generalized SURE)[21]和 L-curve[22]等。但这些方法

本质上需要噪声的先验知识，或依靠反复实验来根

据运算结果选取 佳参数。如 GCV 方法只能应用

于高斯白噪声条件下；Discrepancy principle 和

SURE 需要预知噪声方差；GSURE 需要噪声分布

参数；而广泛使用的 L-curve 方法依赖于实验，运

算量巨大。 
为了解决正则化参数自动设置、调整的问题，

本文推导了一种无需先验信息的参数自动调整的稀

疏贝叶斯学习算法。通过迭代求解一些列混合 L2
范数与加权 L1 范数之和的凸优化问题来求解 SBL
问题。论文将在第 2 节针对上述问题构建贝叶斯稀

疏重构模型；接着在第 3 节推导参数自动调整的迭

代重加权求解算法，并在第 4 节对算法进行收敛性

分析；第 5 节将用数值仿真实验验证分析算法的重

构性能； 后在第 6 节进行讨论和小结。 

2  贝叶斯稀疏重构模型 

考虑线性数据生成模型 = +y x nΦ ，其中
M N×∈F 为已知的行满秩观测矩阵， N∈x 为信

号向量， M∈n 为模型误差和观测噪声。贝叶斯模

型即是将未知量建模为随机变量，并赋予相应的概

率密度函数。若信号x 和噪声功率 2β σ= 已知，则

观测数据y 的概率密度函数建模为 

( ) ( )
2

/2 1
, 2 exp

2
Mp β πβ

β
−

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

y x
y x

Φ
Φ   (1) 

2.1 稀疏信号的概率模型构建 
由于拉普拉斯先验分布在对数凹函数中 能提

升稀疏性，能消除局部极值点[23]。因此本文采用拉

普拉斯分布来对信号 x 进行建模，对参数采用

Gamma分布进行建模。设β 的逆服从参数为( , )a b 的

Gamma分布： 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

11 1

Gamma | ,

        exp , , 0
( )

a
a

p a b

b
b a b

G a

β β

β β

− −

−− −

=

= − ≥   (2) 

其中 1

0
( ) da tG a t e t

∞ − −= ∫ 。又因为拉普拉斯分布与高 

斯似然函数混合后不可积。类似文献[12]采用对拉普

拉斯分布的分层设计来克服此问题，设中间变量为

iγ ，其先验分布设为 

( ) ( )| Gamma | 1,  2

          exp ,  0,  0
2 2

i i

i i

p γ λ γ λ

λ λ
γ γ λ

=

⎛ ⎞⎟⎜= − ≥ ≥⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
    (3) 

给定 T
1[ , , ]Nγ γ=γ 的条件下可得先验分布： 

( ) ( ) ( )

1

| g g | dg

         exp
2

N N

i
i

p p p

x

λ λ

λ
λ

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟= −⎜⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∑

x x

       (4) 

为估计出λ，设其服从 Gamma 分布：        

( ) Gamma | ,
2 2

p
ξ ξ

λ λ
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

           (5) 

结合上述分层贝叶斯模型可知数据、信号以及

各参数的联合概率密度函数可表示为 
( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

  | , | | ( ) ( )

p

p p p p p

β λ

β λ λ β=

y x

y x x

γ

γ γ     (6) 

2.2 贝叶斯推理 
联合概率密度函数式(6)得出的信号后验概率

分布是不可解析表达的，需采用一些近似的办法来

进行贝叶斯推理。本文采用第 2 类 大似然法。第

2 类似然函数由联合概率密度函数对信号的边缘化

积分得到： 

{ }1 22 T 1

( , , , )

   ( , , , , )d

  ( | , ) ( | ) ( | ) ( ) ( )d

1
   (2 ) exp

2
     ( | ) ( ) ( )

M

p

p

p p p p p

p p p

β γ λ

β γ λ

β γ γ λ λ β

π

γ λ λ β

−− −

=

=

= ⋅ −

⋅

∫
∫

y y

y

y x x

y x x x

y yΣ Σ

  (7) 
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其中 T
Mβ= +y IΣ ΦΓΦ , { }diag=Γ γ 。本文通过

对此似然函数的 大化，将获得对参数 , ,β λγ 的估

计。而由于信号x 的后验概率分布为 ( | , , , )p β λx yγ  
( , , , , )p β λ∝ x yγ ，当参数和观测数据给定时，其将变

换为多变量高斯分布 ( | , )x μ ΣN ：  
[ ] T 1E ; ,β −= yx yμ γ ΓΦ Σ             (8) 

[ ] T 1Cov ; ,β −= − yxΣ γ Γ ΓΦ Σ ΦΓ     (9) 

因此，估计出 优的参数 , ,β λγ 后代入式(8)即
可得到信号x 的估计。 终问题等效为 大化式(7)
时的参数 佳估计问题。当噪声功率与参数均设为

均匀分布时，该模型退化为 SBL 模型。 
2.3 等效优化目标函数 

为计算方便，取式(7)的对数作为优化的目标函

数，去掉无关的常数项得 

( )

T 11 1
( , g, , ) lg lg

2 2 2

 ( 1)lg
2

 lg lg 2
2 2

 1 lg
2 2

i
i

' N

a b

G

λ
β λ ξ

λ
γ β β

ξ ξ
ξ

ξ ξ
λ λ

−= − − +

− + − −

+ −

⎛ ⎞⎟⎜+ − −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

y yy yL Σ Σ

 (10) 

根据
, , , , , ,

arg max ( , , , )=arg min 2 ( , , ,p '
β λ ξ β λ ξ

β λ β λ−y
γ γ

γ γL  

)ξ ，可得 

( )
( )

T 1

( , , , ) 2 ( , , , )

lg 2 lg
2

 2( 1)lg 2

 lg 2 lg 2
2

 2 lg

i
i

'

N

a b
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β λ ξ β λ ξ

λ

λ γ β β

ξ
ξ ξ

ξ λ ξλ

−

= −

= + −

+ − − +

− +

− − +

∑
y yy y

γ γL L

Σ Σ

  (11) 

根据文献[12]的仿真分析可知，在噪声功率假设

为均匀分布时的重构性能要优于其它分布假设的性

能；若此时将参数λ也设为均匀分布，则该目标函

数将简化为 SBL 目标函数，它拥有更简单的形式： 
T 1( , ) lgβ −= +y yy yL γ Σ Σ          (12)                    

3  迭代重加权算法推导 

由于目标函数式(12)是非凸多模的函数，所以

该问题是一个非凸优化问题。本文采用构造辅助函

数进行优化的思想(MM 思想)。对凹函数进行凹共

轭表达，通过二次型的变分表示得到优化函数的一

个上界函数，该上界函数即为优化的辅助函数，然

后对此辅助函数进行交替的优化求解。 
3.1 辅助函数 

将 ,β γ视为 1N + 维的整体参数，由于 lg yΣ 为

参数 T( , )β γ 的凹增函数，由凸分析理论可知，它可

用其共轭函数表示为 

( )
1

0 + +

T
0 0

,
lg min ( , )

Nz
z g zβ ∗

∈ ∈
= + −y

z
z zΣ γ    (13) 

其中 0( , )g z∗ z 为 lg yΣ 的凹共轭函数。 

( )
1
+ +

T
0 0

,
( , ) min lg

N
g z z

β
β∗

∈ ∈
= + − yz z

γ
γ Σ   (14) 

由此可知  

0

T T 1
0 0

( , ) ( , , , )

    ( , )

z

z g z

β β

β ∗ −

≤

= + − + y

z

z z y y

L Lγ γ

γ Σ     (15) 

对于给定的参数 T( , )β γ ，使式(15)等号成立的
T T

0( , )z z 为 ( ), lgβ∇ yγ Σ 。 根 据 求 导 法 则 有
1

0 Tr( )z −= yΣ , 1 T T 1Tr( )i i i i iz − −= =y yΣ φφ φ Σ φ ，也即

{ }T 1diag −= yz Φ Σ Φ 。于是得到求解参数 ,β γ的迭代

算法如表 1 所示。 

表 1 求解参数 ,β γ 的算法 

局部算法：固定参数 ,λ ξ 求解 ,β γ  

步骤..1 初始化
1

0 , Nz ∈ ∈z  

步骤 2 对于给定的 0 ,z z ，对目标函数 ( , )β γL 的上界 ( ,βL  

0, , )z zγ 进行优化，求得 优的 ,β γ ： 

( ) ( )T T 1 T
0

,
, arg min z

β
β β −= + + yz y y

γ
γ γ Σ          (16)

步骤 3 对于给定的 ,β γ ，对目标函数 ( , )β γL 的上界 ( ,βL  

0, , )z zγ 进行优化得到 紧的 优的 0,z z ： 

( ) { }optopt 1 T 1
0 Tr ln =diag, z − −= = ∇y y yz γΣ Σ Φ Σ Φ   (17)

循环运行步骤 2，步骤 3 直至收敛。 

 
3.2 参数的交替迭代更新 

由于二次型 T 1−
yy yΣ 可变分表示为 

( )2T 1 1 T 1min
N

β− − −

∈
= − +y
x

y y y x x xΣ Φ Γ    (18) 

其 中 T 1−= = yx yμ ΓΦ Σ 时 ， 21 Tβ− − +y x xΦ  
1− xΓ 取得极小值。代入式(16)可得 

( ) (

)

T
0

,

21 T 1

0
,

, argmin min

 

argmin min ( , , , , )

z

z

β

β

β β

β

β

− −

= +

+ − +

=

x

x

z

y x x x

z x

γ

γ

Γ

L

γ γ

Φ

γ       (19) 

而上界函数为( , )β γ 和x 的联合凸函数，故可交
换优化次序，先优化( , )β γ ，通过分别对目标函数求
导置 0 可得 

opt opt

0

= ,    i
i

i

x

z z
β γ

−
=

y xΦ
        (20) 

代入式(19)可得等效的优化问题为 

0

0

=argmin 2 2

  =argmin

i i
i

i i
i

z z x

z z x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

x

x

x y x

y x

Φ

Φ     (21) 
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此凸优化问题可通过凸优化工具箱即进行求

解；再根据式(20)求得 优参数( , )β γ 。则算法完整

流程如表 2 所示。 

表 2 参数自动调整迭代重加权算法 

参数自动调整迭代重加权算法：求解稀疏贝叶斯重构问题 

步骤 1 初始化  1
0 , Nz + +∈ ∈z  

步骤 2 对于给定的 0 ,z z ，求解加权 L1 范数 小化问题 

0= arg min i i
i

z z x− +
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑
x

x y xΦ       (22)

步骤 3 根据式(20)对 ( , )β γ 进行更新； 

步骤 4 对于给定的参数 ( , )β γ ，根据式(17)更新 0,z z ； 

循环运行步骤 2~步骤 4 直至收敛。 

 

4  算法收敛性分析 

根据MM算法的收敛性或全局收敛定理均可证

明该算法收敛到局部 小点(或鞍点)。对噪声方差

在收敛时的估计性能分析：用到对观测数据y 的协

方差矩阵 yΣ 的分析，这里利用紧凑奇异值分解
1/2 T

1 1Λ=U VΦΓ 。 

[ ]

T T
1 1 1 1

2 T
1 1

2 T
1

1 2 T
2

0
,

0

T
y M

M

M

K

M K

β

β Λ Λ

β Λ

β Λ

β −

= +

= +

= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

I

I U V V U

I U U

I U
U U

UI

Σ ΦΓΦ

    (23) 

从而可得           

[ ]
( ) 1 T2

11
1 2 T

2

0
,

0 1

K

M K

β Λ

β

−

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
y

UI
U U

UI
Σ  (24) 

亦有                   

( ) 1

2
1 1

1 1
Tr =

K M

i i Kiβ Λ β

−

= = +

+
+

∑ ∑yΣ       (25) 

设在 t 步迭代时各参数表示为 ( )tx ， 

( ) 1
0

2
1 1

2

2
1

=
Tr

1 1

1
1

K M

ii i K

K

ii

z

M K

β

β Λ β

Λ β

∗ ∗
∗

∗ −∗

∗

∗ ∗
= = +

∗

∗
=

− −
=

−
=

+
+

−
=

+ −
+

∑ ∑

∑

y

y x y x

y x

y x

Φ Φ

Σ

Φ

Φ
        (26) 

由此可得收敛时噪声方差估计的上下界：  
2 2

2
1

2

1
1

               

K

ii

M
M K

M K
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Λ β

∗ ∗
∗

∗
=

∗

− −
≤ =

+ −
+

−
≤

−

∑

y x y x

y x

Φ Φ

Φ
  (27) 

即在高信噪比以及稀疏度估计准确时对噪声功

率的估计可接近理想估计： 

 

2oracal
oracal

M K
β

−
=

−

y xΦ
          (28) 

5  实验及分析 

在稀疏求解算法中，Wipf 等的迭代 L1, L2 算

法由于采用迭代重加权的策略，其重构性能要较其

它算法要好，但是该算法仍然需要预先获知噪声的

方差[18]。本文选择与 Wipf 等的迭代 L1, L2 算法进

行比较。 
5.1 .实验 1 

实验数据产生方式：稀疏向量 256 1×∈x 维数为

256N = ，稀疏度为 128K < ，给定稀疏度为K 后，

长为K 的支撑集在 { }1,2, ,N 上均匀随机地产生，

并在此支撑集上使信号的幅度为 1；观测矩阵Φ为

100 256× ，其中元素由服从独立同分布的标准高斯

变量的一次实现，再对矩阵的每个列向量进行单位

化产生。噪声为高斯白噪声，其方差为 0.01。观测

向量 100 1×∈y 维数为 100，由常用模型 = +y x nΦ
产生。实验安排如表 3 所示。 

表 3 实验目的与参数设置说明 

比较不同算法的重构性能与稀疏度的关系 比较不同算法的重构性能与迭代步数的关系 
对比算法 

实验 1.1 实验 1.2 实验 1.3 实验 1.4 

本文算法 不预设参数 不预设参数 不预设参数 不预设参数 

Wipf 等的迭代 L1 算法 非理想参数设置 理想参数设置 非理想参数设置 理想参数设置 

Wipf 等的迭代 L2 算法 非理想参数设置 理想参数设置 非理想参数设置 理想参数设置 
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实验 1.1  稀疏度 K=1: 5: 60，每个稀疏度重复

100 次，误差用 L2 范数相对比值给出，并计算获得

平均值。本文算法自适应调整参数，Wipf迭代L1, L2
算法均设定 0.1λ = 。实验结果如图 1 所示。 

实验 1.2  实验条件同实验 1.1，不同的是 Wipf
迭代 L1, L2 算法均为理想参数设置。实验结果如图

2 所示。 
实验 1.3  稀疏度 K=5: 5: 30，每个稀疏度、每

个迭代步数重复 100 次，误差用 L2 范数相对比值给

出，并计算获得平均值。本文算法自适应调整参数，

Wipf 迭代 L1, L2 算法均设定 0.1λ = 。实验结果如

图 3 所示(由于曲线太多，无法区分，仅保留稀疏度

为 =5K 和 =30K 的结果进行对比)。  
实验 1.4  实验条件同实验 1.3，不同的是 Wipf

迭代 L1, L2 算法均为理想参数设置。实验结果如图

4 所示。 

由图可知，在 Wipf 等迭代重加权 L1, L2 范数

小化选择非理想参数时，本文算法的重构性能要

明显优于这两种算法。如图 1 所示，稀疏度小于 25

时，本文算法的重构误差要优于 Wipf 的两种算法近

100 倍，稀疏度增大时，其差距逐渐减小；而在重

构误差与迭代次数关系实验中，如图 3 所示，本文 

算法在第 2 步迭代就达到了比非理想参数设置的

Wipf 方法更好的重构结果；Wipf 等算法在选择理

想参数时，如图 2，图 4 所示，本文算法与后两种

算法的性能相当，甚至更优。实验结果显示了参数

自动调整算法的明显优势。 

5.2 实验 2 

实验 2.1  为更加直观地对比算法性能，运用本

文算法和 Wipf 迭代 L1 算法对一个稀疏的 1 维信号

进行重构。实验数据产生方式同实验 1.1, Wipf 迭代

L1 算法为非理想参数设置，本文方法不预设参数。

不同的是稀疏度 =5K ，取值服从均值为 0，方差为

1 的高斯分布。迭代步数为 10 步，重构结果如图 5

所示。 

如图 5(a), 5(b)所示，在迭代步数定为 10 步时，

两算法效果差距明显。Wipf 迭代 L1 算法结果中，

不仅非零值的位置与原信号有所不同，取值也有了

较大的偏差，而本文算法能够很好地恢复出原信号。 

实验 2.2  为检验算法效率，在实验 1.1 的基础

上分别对本文算法，Wipf 迭代 L1, L2 算法进行时

间对比，其中迭代步数为 15，稀疏度 =60K 。结果

如表 4 所示。 

 

图 1 重构误差与稀疏度的关系比较                     图 2 重构误差与稀疏度的关系比较     

  (Wipf 非理想参数设置)                               (Wipf 理想参数设置)                        

 

图 3 重构误差与迭代次数的关系比较                     图 4 重构误差与迭代次数的关系                                

(Wipf 非理想参数设置)                            比较(Wipf 理想参数设置)   
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图 5 信号重构结果对比 

表 4 处理时间对比(s) 

数据集 
Wipf 等的迭 

代 L1 算法 

Wipf 等的迭 

代 L2 算法 
本文算法

仿真数据集 25.46 1.03 20.71 

 
从表 4 看出，由于 Wipf 迭代 L2 算法在每一次

迭代中都有解析解，综合效率 高，而 Wipf 迭代

L1 算法在每次迭代的目标函数中都增加了 L1 范数

正则项，运算开销较大，而本文算法由于运用了贝

叶斯学习的思想，运算时间也较长，但仍然较 Wipf
迭代 L1 算法效率要高。 

6  结论 

当缺乏系统噪声分布等先验信息时，现有的稀

疏重构算法无法合理设置正则化参数，进而获得良

好的重构性能。为解决这个问题，本文提出一种参

数自动调整的迭代重加权混合 L2-L1 范数 小化算

法。由理论推导和仿真实验可知，在理想参数已知

时，该算法与 Wipf 迭代重加权 L1 及 L2 范数 小

化算法的重构性能相当，甚至更优；而在选择非理

想参数时，本文算法的重构性能要明显优于后两者

算法。此外，本文算法在运算效率上也与其算法相

当。算法收敛性分析表明，在收敛点，对噪声方差

的估计位于对噪声方差的 oracal 估计和矩估计之

间，在高信噪比时将接近 oracal 估计，这在统计意

义上说明了本文算法的有效性。 
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