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一种获取非相干分布源空间分布的算法 

林晓帆
*    韦  岗 

(华南理工大学电子与信息学院  广州  510640) 

摘  要：多数分布式信号源 DOA 估计算法是估计中心到达角和分布参数，不能获取真实的分布曲线，而且可能需

要 2 维搜索，运算量大。该文在假设分布曲线形状为钟形对称的前提下，提出一种求非相干分布式信号源空间分布

的算法。该算法引入稀疏信号重建作为数学工具，在阵元数充足的条件下能求解多个信号源的分布，在阵元数较少

时也能得到近似求解。此外，该算法估计中心到达角的性能不逊于现存算法，且无需 2 维搜索，运算量低。仿真验

证了以上结论。 
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A Method to Obtain the Spatial Distribution of 
Incoherently Distributed Sources 

Lin Xiao-fan    Wei Gang  
(Electronic and Information Engineering, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China) 

Abstract: Most DOA estimation algorithms of distributed sources only estimate central angle of the arriving signal 

and its distribution parameters. These methods can not obtain the real distribution curve, and may require a 

two-dimensional search which costs a large amount of computation. In this paper, a method to obtain distribution 

curves is proposed on the assumption that the distribution curves are bell-shaped and symmetrical. Furthermore, 

the sparse signal reconstruction is introduced as mathematical tools, and it works well in the condition of sufficient 

number of array elements and can still obtain an approximate solution with insufficient array elements. In addition, 

its performance to estimate the central angle of arriving signal is not worse than the existing algorithm. Without 

requirement for a two-dimensional search, this method has lower computational complexity. Simulations verify the 

above conclusions. 
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1  引言  

在阵列信号处理中，许多波达方向(DOA)估计

算法都以点目标信号源为模型用以简化算法，降低

分析的复杂性。然而，当信号源的空间分布特性不

能忽略时，以点源为模型的 DOA 估计方法将不能

得到可靠的估计结果[1,2]。为克服点源模型的局限，

学者们提出了多种分布式信号源模型和相应的估计

算法。Valaee 等人[3]将分布式信号源分为相干分布

源(CD 源)和非相干分布源(ID 源)两大类，并将标准

的 MUSIC 方法推广为 CD 源和 ID 源两种情况下的

参数估计算法(DSPE)，也称“广义 MUSIC”法。
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这一分类至今仍是一种常见的分类，后来的学者根

据CD源和 ID源模型发展出许多新的分布源估计算

法。例如，Meng 等人[4]提出分布式信号参数估计

(DISPARE)算法，Lee 等人[5]提出一种 ID 源 DOA
估计方法。  

上述 CD 源和 ID 源模型需要假设某种确定的角

信号密度函数和角功率密度函数，如高斯分布、均

匀分布和三角分布等。这两个函数表示信号源的空

间分布特征，在实际中不一定能预知。因此，学者

们不得不尽量避免在算法中使用分布函数的具体形

式信息。而分布源的估计通常也只是估计中心到达

角和角度扩展。这样一来，丰富的信号源分布信息

只估计出了中心到达角和角度扩展，其它分布信息

丢失殆尽。 
鉴于以上问题，本文尝试在不设定具体表达式，

只假设分布曲线形状为钟形对称的前提下，求解 ID
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源模型里面的角功率密度函数。这个函数代表了 ID
源的空间分布特征，求出它也等于知道了信号源的

空间分布。 
由于具体表达式未知，求解分布函数需要合适

的数学工具。近几年，压缩感知和稀疏信号重建理

论逐渐应用到 DOA 估计上 [6 12]− ，成为一个适用于

DOA 估计的数学工具。稀疏信号重建理论应用在

DOA 估计上具有分辨率高，对噪声更鲁棒等优点[6]。 
目前，应用这一数学工具的 DOA 估计算法大多数

建立在点源模型上。但因为分布源在空间上的分布

也是较为稀疏的，所以本文尝试将稀疏信号重建应

用于非相干分布式信号源空间分布的估计中。 

2  数据模型 

考虑远场空间 K 个窄带分布式信号源 1( ),s t  

2( ), , ( )Ks t s t 入射到阵元数为 N，阵元间距为信号

半波长的均匀线阵上。假设信号源与线阵处于同一

平面，则 t 时刻 1N × 阵列接收数据矢量 ( )tx 可表示

为 
/2
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π
θ θ θ
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式中， T sin
1 2( )=[ ( ), ( ), , ( )] , ( ) [1, , ,j

Nt x t x t x t e π θθ =x a  
( 1)sin T]j Ne π θ− 对应角度 θ 的阵列响应矢量， ( )t =n  

T
1 2[ ( ), ( ), , ( )]Nn t n t n t 为 1N × 加性高斯白噪声矢

量。 ( , ; )i is tθ ψ 表示第 i 个分布源的角信号密度函数，

它是一个随机过程，反映分布源在不同波达方向上

散射分量的贡献。 
假设各信号源分布皆为钟形且两边对称。式(1)

中的 ( , )i i iθ Δ=ψ 为信号源分布未知的角度参数矢

量， ,i iθ Δ 分别为信号源 i的中心波达方向角和-3 dB
角度扩展。图 1 描述了两个信号源在角度空间上的

分布。 

 

图 1 两个钟形分布源在角度空间上的分布 

对于非相干分布源，其不同波达方向的分量之

间互不相关。假设信号与噪声无关，不同分布源之

间相互独立，那么可得 
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其中R为阵列接收数据矢量的自相关矩阵； sR 为信

号自相关矩阵； nR 为噪声自相关矩阵。 ( , ; )i ip 'θ θ ψ 为

第 i 个分布源的角度自相关核，它反映同一信号不

同波达角度分量的相关性。 2
siσ 为第 i 个非相干分布

源的功率； ( ; )i ip θ ψ 为信号的角功率密度函数。 [ ]E ⋅

表示求数学期望， ( )δ θ 为单位脉冲函数。 
联合式(2)~式(4)，可以得到非相干分布源的阵

列接收数据矢量自相关矩阵。 
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本文定义非相干分布源的分布为角功率密度函

数 ( ; )i ip θ ψ 。因此，本文的任务为从式(5)的R中求

解各分布源的 ( ; )i ip θ ψ 。在实际应用中，由快拍数为

M 的阵列接收数据矢量对R进行估计。 

H

1

1
( ) ( )

M

k

k k
M =

= ∑R x x           (6) 

3  求非相干分布源的分布加权 

对式(5)进行简化： 
/2

2

/2
( ; , ) ( )ds nb

π

π
θ θ θ

−
= +∫R A Rσ ψ       (7) 

其中 H 2 2 2 2
1 2( ) ( ) ( ), [ , , , ]s s s sKθ θ θ σ σ σ= =A a a σ 。定义

2( ; , )sb θ σ ψ 为分布加权，它表示各信号源分布的加权

和，权重是各自的信号功率，即 

2 2

1

( ; , ) ( ; )
K

s si i i
i

b pθ σ θ
=

= ∑σ ψ ψ          (8) 

2( ; , )sb θ σ ψ 是本节算法的求解目标，求出 2( ; ,sb θ σ  
)ψ 后，即可用第 4 节的方法分离出各分布源的角功

率密度函数 ( ; )i ip θ ψ 。为方便起见，下文将 2( ; , )sb θ σ ψ
简记为 ( )b θ 。 

注意到式(7)中， ( )θA 的每一元素都乘以同一数

量值 ( )b θ ，而矩阵 ( )θA 为 Toeplitz 矩阵，一个

Toeplitz 矩阵只需第 1 行和第 1 列元素即可完全表

示， ( )θA 第 1 行和第 1 列又共轭对称，所以式(7)
中，若忽略噪声 nR 的影响，只取矩阵的第 1 列即可

表示相同的信息。于是我们得到 
/2

2

/2
( ; , ) ( )ds nb

π

π
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−
= +∫r a rσ ψ        (9) 

式中，矢量 , ( ), nθr a r 分别为 , ( ), nθRA R 的第 1列元素。 
用求和近似表示积分，式(9)化为 

  
1

( ) ( )
m

g g n
g

b θ θ
=

= +∑r a r          (10) 

gθ 在 [ /2, /2]π π− 内均匀取离散值，m 为网格

数，若 m 取值足够大，则网格足够细密，式(10)可
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近似替代式(9)。式(10)可进一步写成矩阵形式： 
 ( ) ( ) n= +r A b rθ θ           (11) 

式 中 2 2 2 T
1 2( ) [ ( ; , ), ( ; , ), , ( ; , )]s s m sb b bθ θ θ=b θ σ ψ σ ψ σ ψ

为 1m× 矢量。 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]mθ θ θ=A a a aθ 为 N × 
m 维矩阵。显然， ( )b θ 是式(7) ( )b θ 的离散形式。于

是，在式(7)中求解 ( )b θ 的问题转化为在矩阵方程式

(11)中求矢量 ( )b θ 。 
为使 ( )b θ 逼近 ( )b θ , m 通常取值较大，即有

N m 。此时，式(11)是一个欠定方程，其解有无

穷多个。考虑到 ( )b θ 作为多个信号源的分布加权，

它的形状通常为在几个中心波达角周围形成谱峰，

而在其它位置数值很小，所以其数值具有稀疏性。

因此，对式(11)添加约束条件：求 稀疏解。于是

问题改写为 

grid

2

0 2( )
min ( ) ,    s.t.   ( ) ( )g
θ

ε− ≤
b

b r A bθ θ θ    (12) 

式中 0 2,⋅ ⋅ 分别表示 0l 范数和 2l 范数， ε 为允许误

差。式(12)的问题是一个 NP 难问题，直接求解运

算量很高，但存在运算量低的间接求解方法。既可

以通过贪婪算法求近似解，也可以通过 1⋅ 范数逼近

0⋅ 范数的方法转化为一个凸优化问题[13]。将式(12)
写为一个无约束的凸优化问题如式(13)： 

2

2
1( )

( ) ( )
min ( )

2
β

−
+

b

r A b
b

θ

θ θ
θ        (13) 

β 称为正则化参数，它实际是一个 1⋅ 范数和 2⋅ 范

数之间的权衡因子。 β 与噪声方差和信号源的先验

有密切的关系，文献[14]给出了信号稀疏的情况下，

β 的一种选取方案： 
2 lg( )pβ σ=           (14) 

式中 σ 为噪声方差， p 为压缩感知理论中字典矩阵

的基数(the cardinality of the dictionary)，在本文

模型下可理解为矩阵 ( )A θ 的秩。在 σ 未知的情况

下，需要预估σ 的值，或凭经验选取β 值。 
一般说来，用贪婪算法解式(12)运算量小，而

精度略低。具体的算法有 MP, OMP 及其改进算法。

若将式(12)转化为式(13)，用凸优化的角度求解，涉

及内点法，运算量相对要高，而精度也高。具体算

法有 BP 算法，FOCUSS 等。许多关于稀疏重建或

压缩感知的文献都有相关介绍，如文献[13]和文献

[14]分别提出贪婪算法 OMP 和凸优化算法 BP。  

4  从分布加权中提取各分布源分布 

从分布加权中提取各分布源分布的难点在于，

几个信号源分布可能存在重叠，例如图 1 的情况。

当信号重叠严重时，分离将变得困难。因此，本文

假设重叠的分布至少有一边不受重叠影响或影响较

小。这一假设是有其合理性的，一方面，当各信号

源与阵列的距离未知时，几个分布高度重叠的信号

源等效为一个分布源；另一方面，目前大多数算法

不能区分分布重叠严重的信号源。 
基于上述假设，从分布加权中提取各分布源分

布的步骤为： 
(1)对第 3 节求出的分布加权 ( )b θ 平滑滤波后做

谱峰搜索，谱峰个数即为信号源个数，谱峰对应的

角度即为信号源中心到达角。分别对每个信号源执

行步骤(2)~步骤(4)； 
(2)以中心到达角为起点，向两边同时逐点搜索

分布的边线。由于一边可能受到其它分布的重叠影

响，搜索时应在左右两边选取距分布对称轴线 近

的点； 
(3)根据分布的对称性，将步骤(2)中选取的点复

制到对称轴的另一边； 
(4)插值，对步骤(3)得到的分布线求积分值，再

将每一个点除以这个积分值。 
步骤(4)的依据是角功率密度函数 ( ; )i ip θ ψ 在

[ /2,π− /2]π 积分为 1，即 
/2 /2

2 2 2

/2 /2
( ; )d ( ; )dsi i i si i i sip p

π π

π π
σ θ θ σ θ θ σ

− −
= =∫ ∫ψ ψ  (15) 

因此，步骤(4)得到的积分值为 2
siσ 。对步骤(3)

得到的分布线除以该积分值，即是信号源的分布。 

5  阵元数与分布稀疏度的关系 

求解式(13)需满足一定条件，先介绍如下定理。 
定理  假设欠定方程 =Ax b中，A是m n× 的

矩阵，x 是 n 维向量，b是 m 维向量，A中任意 2S
列都是线性无关的，则稀疏度为 s 的向量x 可以被b
和A唯一地重构出来。其中稀疏度即向量的非零元

个数。 
证明  假设可以重建出两个稀疏度都为 S 的向

量 1 2,x x ，同时满足 1 2= =Ax Ax b，则有 1 2( )−A x x  
= 0 ，且向量 1 2−x x 稀疏度小于等于 2S。又因为A
中任意 2S 个列向量都是线性无关的，这与 1(A x  

2)− =x 0矛盾，所以假设不成立，即可以根据b和A
唯一地恢复出x 。                         证毕 

矩阵 ( )A θ 的列秩为 N，即有 N 列线性无关。上

述定理说明，当阵元数 N 至少为分布稀疏度的 2 倍

时，式(12)存在唯一解。这要求阵元数 N 足够大，

但当阵元数少时算法并非一定不可行，第 7 节将通

过仿真说明，当阵元数较少时，算法对角度扩展大

的分布也能得到较好的近似结果。 
此外，式(13)采用 l1范数代替式(12)的 l0范数，

为使 l1范数 小化的解与 l0范数相同，其条件会进
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一步提高。目前已证明的条件有 RIP 条件，不相关

度 (mutual incoherence)条件等，可以参考文献

[15-18]。然而，这些条件是充分非必要条件，对实

际指导意义有局限性[17]。在实际应用中，由于不知

道信号源分布的稀疏度，阵元数 N 应越大越好。 

6  算法复杂度分析和比较 

由于没有做 2 维搜索，本文算法的时间复杂度

应低于传统算法。可以做具体分析：计算阵列接收

数据矢量自相关矩阵 R 所需时间复杂度为
2( )O MN ；从分布加权中提取各分布源分布的时间

复杂度为 ( )O KM 。上述部分耗时不大，本文算法

耗时的部分在于求解式(12)或式(13)。但不同的算法

求解式(12)或式(13)的复杂度不同，既有复杂度量级

仅为 ( )O NmK (m 为 θ 的网格数)的贪婪算法[13]，也有

复杂度为多项式级别(BP 算法 高可达 3( )O m [14])但
精度较高的凸优化算法。综上所述，本文算法复杂

度在 2( )O MN KM NmK+ + 到 2 3( )O MN KM m+ +

之间。 
传统算法 耗时的部分在于 2 维搜索，这些传

统算法在 2 维搜索上的运算量相当。不妨以文献[3]
中的“广义 MUSIC 法(DSPE)”为例分析运算量，

DSPE 算法的计算花费包括：估计阵列接收数据矢

量自相关矩阵R，所需时间复杂度为 2( )O MN ，对R
进行特征分解，所需时间复杂度为 3( )O N ，执行一

次 2 维 DSPE 搜索所需时间复杂度为 2 2(( )O N N+  
)mnΔ⋅ ，近似为 4( )O N mnΔ ，其中nΔ 为角度扩展Δ的

网格数。可见，广义 MUSIC 法(DSPE)的运算复杂

度为 2 3 4( )O MN N N mnΔ+ + 。 
两者比较可看出若使用贪婪算法，本文算法运

算量将低于传统算法，而使用凸优化算法则有可能

高于传统算法，但考虑 , ,m n NΔ 的实际取值情况，

通常有 3 4m N mnΔ< ，所以一般情况下仍低于传统

算法。 

7  仿真实验 

本节将通过仿真实验说明本文所提算法的性

能。实验中设定接收阵列为 1 维均匀线阵，阵元间

隔为信号半波长。信号源为窄带分布源。仿真中采

用 1000 次蒙特卡罗实验。 
仿真实验 1  本实验考察本文算法估计分布源

中心到达角的精确度，这一指标由中心到达角的

RMSE 来衡量。设定阵元数 N=8，信号中心到达角

0θ = ，快拍数 M=100，信号源分布为高斯分布。

实验中将本文算法和文献[5,19,20]各自提出的算法

以及经典算法广义MUSIC(即文献[3]的DSPE算法)
做比较。 

图 2 反应了角度扩展对中心到达角RMSE的影

响。考察信噪比 SNR=10 dB 时，角度扩展Δ在 0 ~ 
6 范围内算法的性能。可以看到，随着角度扩展的

增大，中心到达角 RMSE 也逐步上升。在相同条件

下，本文算法的性能优于其它算法。 
图 3 反应了信噪比 SNR 对中心到达角 RMSE

的影响。角度扩展设置为 3Δ = 。可以看到，本文

算法在低噪条件下优于其它算法，但在噪声较强的

情况下性能下降，当 SNR <4 dB 时其性能差于文

献[5]中的算法。 

仿真实验 2  本实验考察本文算法对信号源分

布的估计精确度。由于前人的工作没有求解过分布

曲线，本文定义一个新指标来衡量信号源分布的估

计精确度。这一指标为分布曲线估值 ( )p θ 和真实分

布曲线 ( )p θ 之间欧氏距离的 RMSE，定义为： 
Nl

2

2
1

1
EulRMSE ( ) ( )

Nl i
i=

= −∑ p pθ θ 。其中， Nl 为 

蒙特卡罗实验次数，本实验设定为 1000, ( )ip θ 是第

i 次实验得到的分布曲线估值。显然，欧氏距离越小，

表明精度越高。本实验设定信号源分布为高斯分布，

信号中心到达角 0θ = ，快拍数 M=100，信噪比

SNR=10 dB。 
图 4~图 6 的 3 条直线中，实线，点划线“﹎”，

虚线“﹍”分别代表 θ 和Δ相同的柯西分布与真实

分布曲线 ( )p θ 的欧氏距离， θ 高于真实值 0.5 的高

斯分布与真实分布曲线 ( )p θ 的欧氏距离，Δ高于真

实值 0.5 的高斯分布与真实分布曲线 ( )p θ 的欧氏距

离，以供比较。 
图 4 和图 5 分别为角度扩展 1Δ = 和 6 时，

EulRMSE随阵元数 N 的变化情况。当 1Δ = 时，

信号分布只有小角度的扩展，在空间谱上反映为一

个尖峰。由图 4 可见，当阵元数不足时，式(13)不
能把解“聚集”得足够稀疏，只有阵元数足够时，

才能得到足够稀疏的“尖峰”解。这与第 5 节的分

析一致。从图 5 观察到一个有趣的现象，在阵元数

较少时，估计精度已经很好了，而随着阵元数增大，

精度反而略差，这与分布的形状有关。当 6Δ = 时，

信号分布在空间谱上是一个较“矮胖”的谱峰，分

布本身不是很稀疏，此时无需太多阵元，式(13)已
经能把解“聚集”到近似于分布的形状；阵元数多

时，式(13)的解的维数增加，反而给解引入了更多

的起伏抖动。不过，这些起伏抖动也是有限的，而

且从图 5看出，精度在阵元增加到 40个时渐趋稳定。 
由图 4 和图 5 可总结出，若信号源角度扩展较

大，较少的阵元也可以近似得到分布的形状，但若

信号源角度扩展较小，则应使用足够的阵元数。实 



264                                         电 子 与 信 息 学 报                                     第 36 卷 

 

 

图 2 不同角度扩展下各算法估计的中心到达角 RMSE    图 3 不同信噪比下各算法估计的中心到达角 RMSE 

 

图 4 角度扩展 1Δ = , SNR=10 dB 时，   图 5 角度扩展 6Δ = , SNR=10 dB 时，  图 6 角度扩展 6Δ = ，阵元数 N=20 时， 

EulRMSE 随阵元数 N 的变化情况         EulRMSE 随阵元数 N 的变化情况       EulRMSE 随信噪比 SNR 的变化情况 

际应用中，若不知道信号源角度扩展，阵元数应越

多越好。 
图 6 为角度扩展 6Δ = ，阵元数 N=20 时，

EulRMSE随信噪比 SNR 的变化情况。从图 6 中看

到，当信噪比低于 0 dB 时，算法性能骤降。问题主

要在于噪声淹没了信号分布的底部，使得算法在执

行从分布加权中提取各分布源时，误判分布的边界。 

8  结论 

本文在假设分布曲线形状为钟形对称的前提

下，提出一种求非相干分布式信号源空间分布的算

法。不同于传统算法，本文算法模型假设宽松(仅要

求分布曲线钟形对称)，能估计整个分布曲线，而不

是仅估计出假设分布模型的分布参数，因此估计结

果提供了更完整的分布信息，为分布式信号源的分

布估计提供了一个新思路。此外，算法估计中心到

达角精确度的性能不逊于现存算法，鲁棒性也相对

良好。与传统算法相比，本文算法还避免了 2 维搜

索，使得运算量通常低于传统算法。 
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