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摘  要：Brandstätter 等人(2011)结合割圆序列与 Sidel’nikov 序列的概念定义了一个新序列
   

双素数(p,q) 

Sidel’nikov 序列，并且分析了双素数 Sidel’nikov 序列的均衡性、自相关函数、相关测度和线性复杂度轮廓，证明

了双素数 Sidel’nikov 序列有好的伪随机特性。该文主要研究 d = gcd(p, q)=2 的双素数 Sidel’nikov 序列的自相关

函数，借助于数论中的 Legendre 符号和有限域中的指数和理论，得到自相关函数的 3 个定理。通过与 Brandstätter

论文中自相关函数的界进行比较，本文定理 2 和定理 3 中的界 O(q1/2)和 O(p1/2)比 Brandstätter 的界 O((p+q)/2)更

紧，同时当 p >>q 或 q >>p 时，本文定理 4 中的界 O((p q) 1/2)比 Brandstätter 的界 O((p+q)/2+(p q) 1/2)更优。 
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Abstract: Brandstätter et al. (2011) combined the concepts of the two-prime generator and Sidel’nikov sequence to 

define a new sequence called two-prime (p, q) Sidel’nikov sequence, and analyzed the balance, the autocorrelation, 

the correlation measure and the linear complexity profile of the sequence. They showed that this sequence has 

many nice pseudorandom properties. With the help of the Legendre symbol in number theory and the exponential 

sums in finite field, this paper investigates the autocorrelation of the two-prime Sidel’nikov sequence with d=gcd(p, 

q)=2. Three theorems are got about the autocorrelation functions. The detailed comparison results show that the 

bounds O(q1/2) and O(p1/2) on the autocorrelation function in theorem 2 and theorem 3 are tighter than the 

Brandstätter’s bound O((p+q)/2), besides, the bound O((p q) 1/2) in theorem 4 are tighter than the Brandstätter’s 

bound O((p+q) /2+(p q) 1/2) when p >>q or q >>p. 
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1  引言  

Sidel’nikov[1]构造了一类均衡的二元序列
   

 
Sidel’nikov 序列，并且证明了这种序列具有最优的

自相关函数。Lempel 等人[2]独立地使用有限域理论

构造了一类均衡的有最优的自相关性质的二元序列
    

Sidel’nikov 序列。Su 等人 [3,4]用周期为 p 的

Legendre 序列和周期为 1q − 的 Sidel’nikov 序列构

造了一类新的周期为 ( 1)p q − 的均衡序列
   

 
Legendre-Sidel’nikov 序列，对任意的奇素数 p和一
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个奇素数的任意幂次q ，满足 p 和 1q − 互素，给出

了周期自相关函数的精确值、非周期自相关函数的

一个较紧的界、相关测度和线性复杂度轮廓，证明

了这个新序列具有好的伪随机性。文献[5]使用特征

把 Legendre-Sidel’nikov 序列推广到 d 元广义的

Legendre-Sidel’nikov 序列。文献[6]结合 Sidel’nikov
序列和割圆序列的概念定义了一个新序列

   
双素

数 Sidel’nikov 序列。这个新序列在 2d = 且

3mod4p q≡ ≡ 的情况下是均衡的。同时给出了双

素数 Sidel’nikov 序列自相关函数的一个界、相关测

度和线性复杂度轮廓，证明了这个新序列有好的伪

随机性质。 
但文献[6]中给出的双素数 Sidel’nikov序列自相

关函数并不是最优的，本文主要是基于数论中

Legendre 符号和有限域中指数和理论研究了 2d =
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时双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数。给出了

2d = 时双素数 Sidel’nikov 序列自相关函数的 3 个

定理。用 C++模拟数据并且和文献[6]中给出的自相

关函数的界(定理 1)进行比较，当 0mod( 1)l p≡ − 和

0mod( 1)l q≡ − , 本文中的界 1/2( )O q 和 1/2( )O p 比

定理 1 中的界 (( )/2)O p q+ 要优；当 0modl ≡  
( )1p − 且 ( )0mod 1l q≡ − 并且 p q 或q p 时，

本文定理 4 中的界 1/2 1/2( )O p q 比定理 1 中的界

(( )O p q+  /2 )pq+ 要优。 

2  预备知识 

定义 1  设 pF 表示阶数为 p的有限域， g 是 pF  

的一个本原元。 0i∀ ≥ ，当
1

1
ig
p

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
时，定义

1ic = ，其它情况 0ic = 。其中 [ ]⋅ 是 Legendre 符号， 

0 1 2c c c c= 称为 Sidel’nikov 序列[1,2]。 

定义 2  设 p 和q 是两个不同的奇素数，定义

0{ ,2 , ,( 1) }, {0}Q q q p q Q Q= − = ∪ 并 且 { ,P p=  

2 , ,p ( 1) }q p− 。当 0( mod )i pq Q∈ 时， 0ia = ；当

( mod )i pq P∈ 时， 1ia = ；其它情况 

1 2i
i i

a
p q

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟= − ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

0 1 2a a a a= 称为割圆序列[7,8]。 

定义 3[9]  设 { }0,1, , 1pF p= − , *
pF 表示 pF 的

乘群。 pF 上的特征χ是指定义在 *
pF 到复数域 内的

一个映射，满足：对所有 ( ) ( )*, , ( ) ,pa b F ab a bχ χ χ∈ =  

( )1 0χ ≠ 。 

定义 4[9]  设χ是 pF 上的一个特征， pa F∈ ，设 

( ) ( )
1

0

p at
a t

g tχ χ η
−

=
= ∑ , 2 /i pe πη = , ( )ag χ 称为一个特 

征和。 
在 2F 上周期为 t 的 0 1 2s s s s= 的自相关函数定 

义为 ( ) ( )
1

0
, 1 i l i

t s s
i i

AC s l +
− +
=

= −∑ 。如果该序列的自相 

关函数的绝对值比周期小得多，那么这个序列就具

有较好的伪随机性。Sideli’nikov 序列[1,2]，割圆序 

列[10,11]和 Legendre-Sidel’nikov [3 5]− 序列具有较优的

自相关函数。 

文献[6]结合 Sidel’nikov序列和割圆序列的概念

定义了一个新序列
    

双素数 Sidel’nikov 序列，并

给出双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数的估计： 

定义 5[6]  p和q 是两个不同的奇素数，g 是模 p

和模 q 的本原元。令 { ,2 , ,( 1) }Q q q p q= − , 0Q =  

{ }0Q ∪ 和 { ,2 , ,( 1) }P p p q p= − 。令 gcd( 1,d p= −  

1)q − 和 ( 1)( 1)/t p q d= − − 。 0i∀ ≥ ，周期为 t 的双

素数 Sidel’nikov 序列定义为：当 0( 1)modig pq Q+ ∈

时， 0is = ；当 ( 1)modig pq P+ ∈ 时， 1is = ；当

gcd( 1, ) 1ig pq+ = 时， 

1 1
1 2

i i

i
g g

s
p q

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟= −⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

定理 1[6]  当 2d = 时，双素数 Sidel’nikov 序列
的自相关函数满足： 

( )

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

,

2 ,        

  0mod 1 0mod 1
  1

( )/2 ,   

  0mod 1 0mod 1

nAC s l

O p q

l p l q
l t

O p q pq

l p l q

⎧⎪ +⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ − ≡ −⎪⎪= < <⎨⎪ + +⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ − ≡ −⎪⎪⎩

或

且

 

本文的主要工作是使用数论中 Legendre 符号

和有限域中指数和的理论研究了 2d = 时双素数

Sidel’nikov 序列的自相关函数，并给出了比定理 1
中的界更优的界。 

3  自相关函数 

首先给出 3 个定理，然后再给出它们的证明。 
定理 2  当 ( )0mod 1l p≡ − 时，则双素数 Sidel’ 

nikov 序列的自相关函数满足： 
( )

( ) ( )1 2

,

1
  2

2
0,               1mod 4 3mod4

1
     2 ,  3mod4 1mod4

3,               3mod4

i

l

AC s l

q
p O q

p q

g
p q

q

p q

−
= − − +

⎧ ≡ ≡⎪⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞− +⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟− ≡ ≡⎜⎨ ⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎪⎪ ≡ ≡⎪⎪⎪⎩

且

且

 

定理 3  当 ( )0mod 1l q≡ − ，则双素数 Sidel’ 
nikov 序列的自相关函数满足： 

( ) ( ) ( )1 21
, 2

2
0,               3mod4

              1
2 ,  1mod4

i

l

p
AC s l q O p

p

g
p

p

−
= − − −

⎧ ≡⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞−⎨ − + ⎟⎜⎪ ⎟ ≡⎜⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜⎝ ⎠⎪⎩

 

定理 4  当 ( )0mod 1l p≡ − 且 ( )0mod 1l q≡ − ，

则双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数满足： 

(1)当 3mod4p q≡ ≡ 时，有 

( ) ( )
为奇数

为偶数

1 2 1 2
,

1 1
2 2 ,  

              

0,                                

i

l l

AC s l O p q

g g
l

p q

l

=

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − + − +⎟ ⎟⎪ ⎜ ⎜⎟ ⎟−⎪ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

 

(2)当 mod4p q≡ 时 

(a) 1mod4p ≡ 且 3mod4q ≡ 时，有 



2604                                       电 子 与 信 息 学 报                                      第 35 卷 

 

( ) ( )
( ) 为奇数

为偶数

1 2 1 2

1
2 2 ,  

,
1

2 2 ,      

l

i l

g
l

q
AC s l O p q

g
l

p

⎧ ⎛ ⎞⎪ − + ⎟⎪ ⎜ ⎟− −⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪= +⎨⎪ ⎛ ⎞− +⎪ ⎟⎜⎪ ⎟+ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎩

 

(b) 3mod4p ≡ 且 1mod4q ≡ 时，有 

( ) ( )
为奇数

为偶数

1 2 1 2

1
2 2,

,
1

2 2 ,

l

i l

g
l

p
AC s l O p q

g
l

q

⎧ ⎛ ⎞⎪ − + ⎟⎪ ⎜ ⎟−⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪= +⎨⎪ ⎛ ⎞− +⎪ ⎟⎜⎪ ⎟− ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎩

 

为了完成定理的证明，我们需要下面几个引理： 

引理 1  对任意的素数 p，有
1

0

0
p

x

x
p

−

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ 。 

证明  因为从1,2, , 1p − ，有一半是 p 的二次

剩余，另一半是 p的二次非剩余， 0 的 Legendre 符

号为 0。 

引理 2  对任意的素数 p，如果1 1a p≤ ≤ − 且 

|p a/ ，有 。
1

0

1
p

x

x x a
p p

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∑  

证明  参阅文献[12]。 
引理 3  令 ψ 是 pF 中的阶为 1m > 的乘法特

征，f 是 ( )pF x 中次数不为m 的首一多项式。c 是 f
在 pF 的分裂域中不同根的个数，对于任意的

pa F∈ ，有 

( ) ( )
1 2

( ) 1
px F

af x c pψ
∈

≤ −∑  

证明  参阅文献[12]。 
定理2的证明  首先证明当 0mod( 1)l p≡ − 时，

有下面的公式： 

0

( 1)

1,                     ( 1)mod 0,

                         ( 1)mod

1 1
,  ( 1)mod

1,                     ( 1)mod 0,

                  

i i ls s

i

i l

i l
i

i l

g pq

g pq P

g g
g pq Q

p q

g pq

++

+

+

−

− + =

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟ + ∈⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

− + =

=

0

          ( 1)mod

1,                       ( 1)mod

1 1
,   gcd( 1, ) 1,

                        ( 1)mod

1 1
, gcd( 1

i

i

i i
i

i l

i i l
i

g pq P

g pq P

g g
g pq

p q

g pq Q

g g
g

q q

+

+

+ ∈

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟ +⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
, ) 1pq

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪⎩

 

当 3mod4p q≡ ≡ 时 ， 只 有 一 个 i 满 足
( 1)mod 0ig pq+ = 且 ( 1)modi lg pq P+ + ∈ ，同时也
只 有 一 个 i 满 足 ( 1)mod 0i lg pq+ + = 且 ( 1)ig +  
mod pq P⋅ ∈ 。 因 此 有 ( 1)/2p − 个 ( 1)/2i q≡ −  

( )mod 1q⋅ − 使得 0( 1)modig pq Q+ ∈ 并且有 ( 3)q −  
/2 个 ( ) ( )1 /2mod 1i q q≡ − − 使 得 ( 1)modig pq+  

P∈ 。 
当 mod4p q≡/ 时，( 1)mod 0,( 1)i i lg pq g ++ = +  

mod pq P⋅ ∈ 和 ( 1)mod 0,( 1)modi l ig pq g pq+ + = +  
P∈ 这两项不成立，因此有 ( 1)/2p − 个 i 使得

0( 1)modig pq Q+ ∈ 并 且 有 ( )1 /2q − 个 i 使 得
( 1)ig + mod pq P∈ 。 

因此，对于 0( 1)modig pq Q+ ∈ 有 

0( 1)mod

1 11 ( 1)
2 2

0

1 1

1 1
       

i

i l

g pq Q

p q
j q l

j

g g
p q

g g
p q

+ ∈

− −− + −

=

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎛ ⎞⎟⎜ + − +⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟= ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑  

当 ( )1j qg − 跑遍 x 模 p的二次剩余时， j 的值只能

是 0,1, ,( 3)/2p − 。由引理 1 和引理 2 有 

0( 1)mod

1
1 2

1

1
1 2

1

1

1 1

1 1
  1 2

1 1
  

2

1
     

i

i l

g pq Q

q
p l

x

l

q
p

x

g g
p q

g x g x
pp q

g
q

g x
p

+ ∈

−
−

=

−
−

=

−

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎛ ⎞⎜ + − +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟= + ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞− + ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

∑

( )

1 1
12 2

1

1

1
2

1 1
  1 1

2

q q
p

x

l q

g x g x
p p p

g
q

− −
−−

=

−

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ +⎜ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟+ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞− + ⎟⎜ ⎟⎜⎟= − + −⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

 (1)          

同 样 地 ， 对 于 gcd( 1, ) 1,( 1)i i lg pq g ++ = +  

0mod pq Q⋅ ∈ 有式(2)成立 

0

gcd( 1, ) 1

( 1)mod

1 1 11 ( 1) ( 1)
2 2 2

0

1
( 1)

2

1 1

1 1
  

1 1
  

i

i l

i i

g pq

g pq Q

p q q
j q l j q l

j

q
j q � l

g g
p q

g g
p q

g g
p q

+
+ =

+ ∈

− − −− + − − + − −

=

−
+ − −

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎛⎟⎜ + − +⎟⎜⎜ ⎟= ⎜⎜ ⎟⎜⎜ ⎟⎝⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

( )

1
1

2

0

1
2

1 1
  1 1

2

p

j

l qg
q

−
−

=

− −

⎞⎟⎟⎟⎟⎜ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− + ⎟⎜ ⎟⎜⎟= − + −⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

  (2) 

对于最后一个和式有 
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gcd( 1, ) 1

1

0

( 1)mod

0

1 1

1 1
  

1 1
     

1 1 1
  

2

i

i

i i l

g pq

i i lt

i

i i l

g pq P

q i i l

i

g g
q q

g g
q q

g g
q q

p g g
q q

+

+ =

+−

=

+

+ ∈

+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟= ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟− ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− + + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟= ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑

∑
2

1 1 11 ( 1) ( 1)
2 2 2

0

1 1
1 2 2

1

1 1
     

1
  1

2

1 1
     1

q p p
j p j p l

j

l

p p
lq

x

g g
q q

p g
q

g x g x
q q

−

− − −− + − + − +

=

− −
+−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= − +⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑

∑

( )( )
1 1

1 2 2

1

1 1
2 2

2

1
  1 1

2

1 1 1
     

2

1 1
     

l

p p
lq

x

p p
l

x

x
q

p

g x g x
q q

g x g x x
q q q

− −
+−

=

− −
+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

−
= − − +

⎛ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ +⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟− ⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟+ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

( )( ) ( )( )

( )

1

1

1 1
1 2 2

1

1 1
  1 1 1 1

2 2

1
     1

2

q

l l

p p
lq

l

x

p

x g x g x
q q q

−

=

− −
− − −−

=

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

= − − + + − +

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟− − ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑  

通过引理 3，这里的特征是二次特征(Legendre 

符号)，这里的 f 是
1 1

2 2
p p

l
x x g x g

− −
− − −⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

，其在

pF 的分裂域中不同根的个数是 3。因此，我们有

1 1
1 2 2 1 2

1

2

p p
lq

x

x g x g x
q

q q q

− −
− − −−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ≤⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ 且 l 是偶数，

所以有 

( ) ( )1 2

gcd( 1, ) 1

1 1
2

i

i i l

g pq

g g
p O q

q q

+

+ =

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟ = − − −⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ (3) 

综上，由式(1)，式(2)和式(3)，当 0mod( 1)l p≡ − 时，

双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数如定理 2 所

述。                                    证毕 

定理 3 的证明  当 0mod( 1)l q≡ − 时，有 

0

( 1)

1,                          ( 1)mod

1 1
,  ( 1)mod

1 1
 ,   gcd( 1, ) 1,

                           ( 1)mod

i i ls s

i

i l
i

i i
i

i l

g pq Q

g g
g pq P

q p

g g
g pq

p q

g

++

+

−

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟− + ∈⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= − + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

+

1 1
,    gcd( 1, ) 1

i i l
i

pq P

g g
g pq

p p

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ∈⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ + + ⎟⎟⎜⎜⎪ ⎟⎟ + =⎜⎜⎪ ⎟⎟⎜⎜⎪ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎪⎩

 

当 3mod4p q≡ ≡ 时 ， 有 ( 1)mod =0,ig pq+  
( )+gcd +1, =1i lg pq 和 +( +1)mod =0,gcd( +1, )i l ig pq g pq  

=1 这两项，但这两项的 ( ) ++1 i i ls s− 值为 0，与
mod4p q≡ 中的 gcd( 1, ) 1ig pq+ = 的 ( ) ++1 i i ls s− 值

相同。因此， 3mod4p q≡ ≡ 和 mod4p q≡/ 的双素
数 Sidel’nikov 序列的自相关函数相同。 

上面和式的证明同定理 2，当 0mod( 1)l q≡ −
时，可以得到双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数。 

定理 4 的证明   当 0mod( 1)l p≡/ − 且 0l ≡/  
mod( 1)q⋅ − 时有 

0

0

( 1)

1,                           ( 1)mod ,

                               ( 1)mod

1 1
,      ( 1)mod ,

                              gcd(
 

i i ls s

i

i l

i l l
i

i

g pq Q

g pq P

g g
g pq Q

p q
g

++

+

+

+

−

− + ∈

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟ + ∈⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

=

0

1, ) 1

1,   ( 1)mod ,

   ( 1)mod

1 1
,   ( 1)mod ,

                              gcd( 1, ) 1

1 1
,          gcd

l

i

i l

l i l
i

i l

i i

pq

g pq P

g pq Q

g g
g pq P

p q

g pq

g g
p q

+

+

+

+ =

− + ∈

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞− + +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− + ∈⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

+ =

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

0

( 1, ) 1,

                               ( 1)mod

1 1
,        gcd( 1, ) 1,

                                ( 1)mod

1 1

i

i l

i i
i

i l

i i l

g pq

g pq Q

g g
g pq

p q

g pq P

g g
p p

+

+

+

+ =

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− + =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

+ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
1 1

,

                               gcd( 1, ) 1,

                               gcd( 1, ) 1

i i l

i

i l

g g
q q

g pq

g pq

+

+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

+ =

+ =⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 

当 3mod4p q≡ ≡ 时且 l 为偶数时，只有一个 i
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满足 0( 1)mod ,( 1)modi i lg pq Q g pq P++ ∈ + ∈ ，同时

也 只 有 一 个 i 满 足 ( 1)mod ,( 1)i i lg pq P g ++ ∈ +  

0mod pq Q⋅ ∈ 。 l 为奇数时， 0( 1)mod ,ig pq Q+ ∈  
( 1)modi lg pq P+ + ∈ 和 ( +1)mod ,  ( 1)i i lg pq P g +∈ +  

0mod pq Q⋅ ∈ 这两项不成立。当 mod4p q≡/ 时与

3mod4p q≡ ≡ 的情况相反。 

上面 4 个和式的证明同定理 2，对最后一个和

式同样使用引理 3，有下面的公式： 

gcd( 1, ) 1

gcd( 1, ) 1

2

0

( 1) ( 1)

1 1 1 1

1 1
  

1 1
      

i

i l

i i l i i l

g pq

g pq

p i i l

i

i j p i l j p

g g g g
p p q q

g g
p p

g g
q q

+

+ +

+ =

+ =

− +

=

+ − + + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟= ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛+ +⎟⎜ ⎜⎟⋅ ⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝

∑

∑
( )3 2

0

2

0

1

1

1 1
  

1 1
      1 2

1 1 1 1
  

2

q

j

p i i l

i

q i i l

x

i i l i

g g
p p

g x g x x
qq q

g g g x g
p p q

−

=

− +

=

− +

=

+

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟= ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⋅ + ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟⎟ ⎟= ⎜⎜ ⎜⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜ ⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑

∑

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

2 1

0 1

1

1

2

0

1 2

2 1 2 1 2

1

1 1
      

1 1 1
  

2

     1 1 1 2

1
  1 1

2

p q i l

i x

q i i l

x

p i i l

i

l l

l

x
q

g x g x x
q q q

g g
p p

O q

O p q

− − +

= =

− +

=

− +

=

⎛ ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎝
⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟+ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟= ⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⋅ − − − + −

= − + +

∑ ∑

∑

∑

 

因此，我们可以得到 0mod( 1)l p≡/ − 且 0l ≡/  

mod( 1)q⋅ − 的自相关函数。                证毕 

4  数据模拟与界的比较 

当 0mod( 1)l p≡ − 和 0mod( 1)l q≡ − 时，我们 

给出的自相关函数的估计值 1/2( )O q 和 1/2( )O p 明显 
优于 Brandstätter 给出的估计值 (( )/2)O p q+ 。当

0mod( 1) 0mod( 1)l p l q≡ − ≡ −且 时，Brandstätter
给出的双素数 Sidel’nikov 序列自相关函数的估计值

是 (( )/2 )O p q pq+ + ，定理 4 中自相关函数的估计

值是 1/2 1/2( )O p q 。当 pq 在数量级上小于 ( )/2p q+
时，我们给出的界优于定理 1 中的界。 

当 2p q p< < 时，取 11, 13p q= = 和 7,p =  
11q = 的双素数 Sidel’nikov 序列自相关函数的实际

值和定理中自相关函数的精确值的比较。如图 1 和

图 2。 
从图 1 和图 2 可以看出当 11, 13p q= = 和

7,p = 11q = 时的双素数 Sidel’nikov 序列自相关函

数实际值和定理中的精确值的最大绝对差值分别是

16 和 10，与我们的估计值 ( 11 13) 11.958O × = 和

( 7 11) 8.775O × = 很接近，最小差值都为 0。当

p q 或q p 时，取 3, 997p q= = 的双素数 Sidel’ 
nikov 序列自相关函数的实际值和定理中自相关函

数的精确值的差值如图 3 所示。 
从图 3 可以看出当 3, 997p q= = 时的双素数

Sidel’nikov 序列自相关函数的实际值和定理 4 中自

相关函数的精确值的差值的绝对值最大是 31，与我

们的估计值 1/2 1/2( ) 54.690O p q = 很接近。由此表明定

理中给出的自相关函数是双素数 Sidel’nikov 序列自

相关函数的一个较紧的界。 

5  结束语 

本文主要计算当 2d = 时双素数 Sidel’nikov 序

列 的 自 相 关 函 数 ， 根 据 l 的 取 值 分 为 0l ≡  
mod( 1), 0mod( 1)p l q⋅ − ≡ − 和 0mod( 1)l p≡ − 且

0mod( 1)l q≡ −  3 类，其中当 0mod( 1)l p≡ − 和

0mod( 1)l q≡ − 时自相关函数的实际值与定理中的

精确值的差值最大是 1/2( )O q 和 1/2( )O p ，而当

0mod( 1) 0mod( 1)l p l q≡ − ≡ −且 时自相关函数的

实际值与定理中的精确值的差值最大是 1/2 1/2( )O p q 。 

 

图 1 =11, =13p q 的双素数 Sidel’nikov 序  图 2 =7, =11p q 的双素数 Sidel’nikov 序  图 3 3, 997p q= = 的双素数 Sidel’nikov 序 

列的自相关函数和定理中的精确值比较   列的自相关函数和定理中的精确值比较    列的自相关函数和定理中的精确值的差值 
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通过与 Brandstätter 给出的双素数 Sidel’nikov 序列

自相关函数的估计值的界进行比较，并且通过数据

模拟验证，得出本文所给出的自相关函数是紧的。

因此，双素数 Sidel’nikov 序列自相关函数可以根据

定理中自相关函数计算出。 
2d > 时双素数 Sidel’nikov 序列的自相关函数

有待于进一步研究。 
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