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基于改进指数再生采样核的有限新息率采样系统 
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摘  要：在有限新息率(Finite Rate of Innovation, FRI)采样框架中，指数再生核具有良好的时域有限支撑特性，

因此被广泛用作采样核。但是这一过程会将信号中的白噪声变为有色噪声，严重影响重构性能。为此，该文利用指

数再生形式能够在卷积运算中得以保留的特性，提出一种改进的指数再生采样核，其对应的系数矩阵能够保持噪声

的统计特性，进而保证重构算法性能。仿真实验表明该文方法能够有效提升重构性能。 
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Finite Rate of Innovation Sampling System Based on Modified 
Exponential Reproducing Sampling Kernel 

Wang Ya-jun    Li Ming    Liu Gao-feng 
(National Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: Since exponential reproducing kernel has the finite support property in time domain, it is widely used as 

sampling kernel in Finite Rate of Innovation (FRI) sampling framework. However, this process will change white 

noise in signal to color one, which will grievously depress the performance of reconstruction. For this reason, by 

using the property that the exponential reproduction formula is preserved through convolution, a modified 

exponential reproducing kernel is proposed. Its coefficient matrix can keep the statistical property of noise, which 

ensures the reconstruction performance. Simulation results verify the validity of the proposed methods. 
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1  引言  

工程中经常遇到一类非带限信号，它们在单位

时间内可以由有限个参数唯一确定，称为有限新息

率(Finite Rate of Innovation, FRI)信号或者参数化

信号。比如 Dirac 脉冲序列，分段多项式信号，非

均匀样条等等。由于其非带限特性，Nyquist 采样系

统无法对其进行精确重构，然而文献[1-5]提出的

FRI 框架则提供了一种采样与重构方法，其核心思

想是通过一个特殊设计的滤波器作为采样核对输入

信号进行滤波并均匀采样，经过进一步处理获得一

组输入信号的傅里叶系数，进而将脉冲延时和幅度

的估计问题转化为一个标准的谱估计问题。正是利

用 FRI 框架的这一特殊能力，许多环境工程、雷达

通信工程和生物医学领域中的问题有了可行方 
案 [6 11]− 。基于 FRI 框架的采样系统有两个关键问题，

第一是用什么样的采样核，第二是用什么样的重构

                                                        
2013-01-15 收到，2013-03-29 改回 

国 家 自 然 科 学 基 金 (61271297, 61272281) ， 博 士 点 基 金

(20110203110001)和航空科学基金(20110181006)资助课题 

*通信作者：王亚军  jmwang83@sina.cn 

方法。指数再生采样核 [12,13]相对于 sinc 核和高斯 
核[1]具有有限支撑特性，相对于 SoS 核[6]具有更好的

脉冲波形适应性，因此获得了广泛应用 [14 16]− 。对于

重构方法，最基本的方法是采用零化滤波器[1]，然而

该方法对噪声非常敏感。之后提出了总体最小二乘

方法(TLS)[17,18]，结合 Cadzow 算法[19]预降噪，称为

Cadzow-TLS 重构方法[17]，该方法的缺点是当信号

自由度较高时，运算量较大。因此更多是采用子空

间重构方法 [20,21]，它利用数据矩阵的平移不变性来

估计延时参数，可以看做是 TLS 方法的扩展，能够

得到最优总体最小二乘解。无论是 Cadzow-TLS 还

是子空间重构方法，它们的一个共同前提是噪声必

须是白噪声。然而对于以指数再生滤波器为采样核

的 FRI 采样系统，一般情况下，由采样核得到的系

数矩阵会改变信号中的噪声统计特性，使原本的白

噪声变为有色噪声，这将严重影响重构算法的性能。

因此本文提出了一种改进的指数再生采样核，当脉

冲波形的频谱在滤波器带宽内比较简单时，通过改

进原始采样核结构并适当地设置采样核参数来保持

噪声统计特性不变，进而保证了重构算法的适用条

件。 
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 文章首先介绍一些基本概念并构建基于一般指

数再生采样核的 FRI 系统，然后详细分析采样核对

噪声的影响，进而给出改进的指数再生采样核设计

方法，最后通过计算机仿真验证了本文方法的有效

性。 

2  基本概念 

2.1 有限长 FRI 信号模型 
通常来讲，FRI 信号包括有限长 FRI 信号、无

限长 FRI 信号和周期 FRI 信号。由于无限长 FRI
信号和周期FRI信号都可以看做是有限长FRI信号

组合而成，因此我们只讨论有限长 FRI 信号，其在

数学上可以表示为 

1

( ) ( )
L

l l
l

x t a h t t
=

= −∑             (1) 

其中 ( )h t 为时宽为 τ的已知脉冲波形，L 表示 ( )x t 中

含有的脉冲个数， 1 1 2{ } ( , , , )L
l Lt t t t 和 1 1{ } ( ,L

la a  

2, , )La a 分别是由L 个脉冲的延时与幅度值构成的

集合， la ∈ 。设T 为脉冲序列 ( )x t 的时宽，这里

要求 L 个脉冲都完全包含在 [0, )T 内，所以要求

Tτ < ，且对 1,2, ,l L= ，有 [0, )lt T τ∈ − 。另外需

要指出，这里并没有对脉冲间的间隔提出特殊要求，

甚至允许脉冲间存在重叠。由式(1)可以看出，由于

( )h t 是已知的，该类信号可以由L 个延时参数和L

个幅度参数唯一确定，对于这一类信号，可以依据

FRI 框架来进行采样与重构。 
2.2 指数再生核理论 

指数再生核是指能够与其各个平移函数加权求

和生成指数函数的一类函数。如果用 ( )tψ 表示一个

指数再生核，那么对于任意一组M 个数值 1 2( , ,α α  
, )Mα ，当合适地选择一组加权系数 ,m kc ，可以得

到式(2)所示关系： 

, ( ) ,    1,2, ,mt
m k

k

c t k e m Mαψ
∈

− = =∑     (2) 

这里的 mα ，可以取实数或复数，且当 mα 为纯虚数

时，需要对 p q∀ ≠ 满足 2p q kα α π− ≠ [12,13]。其中的

系数 ,m kc 可以通过式(3)来计算。 

, ( )dmt
m kc e t k tα ψ

∞

−∞
= −∫          (3) 

其中 ( )tψ 是 ( )tψ 的准正交函数[2]，例如我们可以取 

( )tψ 为 ( )tψ 的对偶函数，即 ( ), ( )t n t kψ ψ− −  

,n kδ= 。 

指数样条就是一类重要的指数再生核[12,13]，假

设一阶指数样条函数为 ( )tαβ ，其频域表达式为

Ξ ( ) (1 )/( )je jα ω
α ω ω α−= − − ，高阶指数样条函数则

是由多个一阶指数样条函数卷积构成的，即在频域

上为 

Ξ
1

1
( )

m jM

m m

e
j

α ω

ω
ω α

−

=

−
=

−∏α          (4) 

其中 1 2[ , , , ]Mα α α=α ，加权系数 ,m kc 可以通过下式

来计算。 
( 1)

, 1

1

(1 )

m

m

k

m k
n

n M

e
c

e n

α

α β

+

=− +

=
−∑ α

        (5) 

式 (4)所示的指数样条可以生成指数 mteα , m =  

1,2, ,M ，另外，由于指数再生形式能够通过卷积

运算传递，因此，任何满足形式 ( ) ( )t tη β∗ α 的函数

都能生成指数函数，这里的 ∗表示卷积运算，这一

点对于后面的改进指数再生核设计极为重要。 

2.3 基于一般指数再生核的 FRI 采样与重构系统 
采样系统可以用图 1 表示。 

 

图 1 FRI 采样系统示意图 

其中的 *( )f t− 为采样核 ( )f t 的共轭反转， sT 为均匀

采样间隔， [ ]y k 为采样值。本文采用 2.2 节给出的高

阶指数样条采样核 ( )tβα ，这里假设 0m jmα α λ= + , 

1,2, ,m M= , 0α 为复数，λ为实数。此时采样值

[ ]y k 可以表示为 

*[ ] ( ) d , ( )
s s

t t
y k x t k t k x t

T T
β β

∞

−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= − = −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ α α (6) 

其中 ,  i i 表示内积。假设有一组加权系数 ,m kc 使得

式(2)成立，那么结合式(6)可以有如下结果： 

, ,

/

[ ] [ ] , ( )

      ( )dm s

m k m k
sk k

t T

t
m c y k c k x t

T

e x t tα

β
∈ ∈

∞

−∞

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

=

∑ ∑

∫

αΓ

 (7) 

实际上 [ ]mΓ 表示的是 ( )x t 的一个指数矩。尤其是当

mα 为纯虚数时， [ ]mΓ 表示的就是 ( )x t 的一组傅里叶

变换系数。将式(1)所指信号代入式(7)，可以得到 

/

/

1

/ /

1

[ ] ( )d

      ( )d

      ( ) d

m s

m s

m s m l s

t T

L
t T
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l

L
t T t T

l
l

m e x t t

e a h t t t

h t e t a e

α

α

α α

∞

−∞

∞

−∞
=

∞

−∞
=

=

= −

=

∫

∑∫

∑∫

Γ

     (8) 

定义 0 /( ) ( ) st Th t h t eα , ( )H ω 为 ( )h t 的傅里叶变换，

则，如果 ( / ) 0sH m Tλ− ≠ ，可以得到 
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m l s

l s l s

L
t T

l
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t T jm t T m

l l l
l l

m
m a e
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a e e v u

α

α λ

Φ
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= =

= =
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∑ ∑

Γ

    (9) 

其中 0 /l st T
l lv a eα= , /l sj t T

lu e λ= 。当系统含有噪声时，

会表现为对采样值的扰动，即 
[ ] [ ] [ ]y k y k n k= +             (10) 

其中 [ ]n k 为采样数据中的噪声，这里我们假设噪声

信号是均值为 0，方差为 2σ 高斯白噪声。将式(10)
代入式(7)并进一步代入式(9)可以得到 

[ ] [ ] [ ]m m E mΦ Φ= +            (11) 

其中 ( ),[ ] [ ] ( / )m k sk
E m c n k H m Tλ

∈
= −∑ ，由 [ ]mΦ  

构建P Q× (这里要求 ,P Q L> ，因此M 至少要满足

2M L≥ )的 Hankel 矩阵为 

  
+

+ +

Q

Q

P P P Q

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

⎡ ⎤[1] [2] [ ]⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥[2] [3] [ 1]⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥[ ] [ 1] [ −1]⎢ ⎥⎣ ⎦

Φ    (12) 

同样的方法得到Φ和Ε，进而有 
= +Φ Φ Ε              (13) 

然后就可以采用子空间重构算法，其算法步骤如下： 
(1)对Φ进行奇异值分解，即 H=USVΦ ，找到

最大的 L 个奇异值对应的左奇异向量构成子矩阵

SU ，并由 SU 构建矩阵 †
SS=Z U U ，其中 H( )i 表示矩

阵的共轭转置，( )i 和( )i 分别表示将矩阵去掉最后一

行和去掉第 1 行的操作， †( )i 表示矩阵的 Moore- 
Penrose 逆； 

(2)计算Z矩阵的特征值 1{ }L
lz 作为 1{ }L

lu 的值；

(文献[16]证明了Z矩阵的特征值 l lz u= )； 

(3)求解由
1

[ ] [ ]
L m

l ll
m v u E mΦ

=
= +∑ 构成的范德

蒙系统的最小均方解得到 1{ }L
lv 的估计值； 

(4) 由 0 /l st T
l lv a eα= , /l sj t T

lu e λ= 得到 1{ }L
la 和

1{ }L
lt 的值。 

除了上述的子空间方法之外，还可以利用传统

的 MUSIC 和 ESPRIT 方法来重构信号，但是由于

这两种方法是基于信号的协方差矩阵的，因此要求

更多的采样值。 

3  改进的指数再生核 

子空间重构方法要求噪声的协方差矩阵必须

是单位阵的纯量倍数，即必须是同分布的白噪声。

然而对于一般的指数再生核构建的 FRI 系统而言，

这一要求往往无法满足。具体来讲，由 K 个

[ ] [ ] [ ]y k y k n k= + 得到的 [ ]mΦ 写为向量和矩阵形式

有 
1

V V V V
−= + = +E H CnΦ Φ Φ      (14) 

其中 VΦ , VΦ , VE 分别是由 [ ]mΦ , [ ]mΦ , [ ]E m 排列成

的M 维列向量，H 为M 维对角矩阵，第m 个对角

元素为 ( / )sH m Tλ− ,C 为M K× 维矩阵，其第m 行

k 列元素为指数再生系数 ,m kc ,n 是由 [ ]n k 排列成的

K 维列向量。理论上只有当式(14)中的噪声分量 VE
各元素满足独立同分布特性时才能保证子空间方法

的有效性。然而，对于一般的指数再生核，n 经过
1−H C的作用将不能保持其原有统计特性。为此，

我们需要对指数再生核进行一些特殊设计，使得n
的统计特性在 VE 中得以保持。 

假设有一个新的采样核 ( )tψ ，它生成的函数空

间与 ( )tβα 一致，根据指数再生核的特性可知新采样

核可以表示为 ( ) ( ) ( )t t tψ η β= ∗ α ，在频域为 
Ξ( ) ( ) ( )Ψ ω ϒ ω ω= α           (15) 

其中 ( )ϒ ω 是 ( )tη 的傅里叶变换。为了保持n 的统计

特性，直观上看就是要保证 1−H C的各行是标准正

交的。这里我们定义 1−A H C ，其元素 ,m ka =  

, / ( )m kc H mλ− ，作为理论推导，这里我们不失一般

性地假设 1sT = 。由式(3)可知 , ,0
mk

m k mc e cα= ，进而

有 , ,0
mk

m k ma e aα= ，因此，当 2 /m j m Kα π= 时，即

0 0α = , 2 /Kλ π= ，可以保证A的行向量相互正

交，定义 2 /m m Kω π ，并结合式(3)可得每一行的

范数为 
2

,0
,0

( ) d
| |

2 2

( )
       

( )

mt
j

K
m

m

m

m

t e tc
a

m m
H H

K K

H

π

ψ

π π

Ψ ω
ω

∞

−∞= =
⎛− ⎞ ⎛− ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

∫

   (16) 

其中 ( )Ψ ω 为 ( )tψ 的傅里叶变换，因此矩阵A各行的

标准正交性可以由 ,0| | 1ma = 来保证，即 | ( ) |mΨ ω  

| ( ) |mH ω= 。我们知道，对偶函数与原函数在频域有

式(17)的关系 

2

( )
( )

| ( 2 ) |
k

k

Ψ ω
Ψ ω

Ψ ω π
∈

=
+∑

       (17) 

而且由于 k∀ ∈ 且 0k ≠ 有 Ξ ( 2 ) 0m kω π+ =α ，因

此在 mω 处有 

2

( )
( )

| ( ) |
m

m
m

Ψ ω
Ψ ω

Ψ ω
=            (18) 

结合式(16)和式(18)可知，当 ( )mϒ ω 满足式(19)即可

保证矩阵A各行的标准正交性。 
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Ξ 1( ) | ( ) ( ) |m m mHϒ ω ω ω −= α        (19) 

此处，为了得到最短支撑的采样核，我们可以取 ( )tη

为一个D 阶微分算子，即
1 ( )

0
( ) ( )

D i
ii

t d tψ β
−

=
= ∑ α ，其 

中 id 为加权值， ( )( ) ii 表示 i 阶微分。这是一个最大阶

最小支撑采样核的变形形式 [ 2 2 ]。变换到频域为 

Ξ 1

0
( ) ( ) ( )

D i
ii

d jΨ ω ω ω
−

=
= ∑α ，即 

1

0

( ) ( )
D

i
i

i

d jϒ ω ω
−

=

= ∑           (20) 

此时，需要设置合适的 1
0{ }D

id − 使得式(19)成立。将

式(20)代入式(19)并写成矩阵形式有 

Ξ

Ξ

Ξ

1 1
1 1 0

1 1
12 2

1 1
1

1
1 1

1
2 2

1

1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

1 ( ) ( )

| ( ) ( ) |

| ( ) ( ) |
   

| ( ) ( ) |

D

D

D
DM M

M M

j j d

dj j

dj j

H

H

H

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

−

−

− −

−

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟ ⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎜⎜⎜⎜⎜= ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ⎠

α

α

α

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

      (21) 

这是一个典型的范德蒙矩阵方程，由于采样值数量

K M≥ ，因此 1{ }M
mω 是互异的，此时只要D M≥ 就

必定能找到满足要求的加权系数 1
0{ }D

id − , D 越大，

设计 1
0{ }D

id − 的自由度也越大，但是系统也越复杂，

因此一般取D M= 。 
图 2 所示的是当 60K = , 25M = 时，对应于

Dirac 脉冲波形和高斯脉冲波形得到的改进指数再

生采样核及其幅频响应，其中高斯脉冲波形的时宽

为 12τ = (由于频率和时间是一个相对关系，因此在

不涉及实测数据情况下，它们的具体单位不会影响

讨论的结果。为了简明起见，本文中频率单位都默

认为赫兹(Hz)，时间单位都默认为秒(s))，标准差为 

G 0.4σ = ，数学上表示为 
2 2

G/(2 )

2
G

1
( )

2

th t e σ

πσ
−= , /2 /2tτ τ− ≤ <   (22) 

从图中可以看出，针对 Dirac 脉冲的改进采样

核，由于 Dirac 脉冲频域特性特殊，采样核特性将

更接近于理想滤波器，实际上，当 1M K+ = 时该

滤波器就成了一个 Dirichlet 核。而对于高斯脉冲的

改进采样核则明显受到高斯脉冲频谱调制。 
 当假设脉冲波形如式(22)所示，且式(10)中的噪

声分量 [ ]n k 为 0 均值高斯白噪声时，在一般指数样

条采样核和改进采样核的 FRI 系统中，由式(13)中
的噪声E估计得到的噪声协方差矩阵如图 3 所示，

其中噪声的标准差为 0.4130σ = ，改进的采样核如

图 3(b)所示。 
从图 3 中可以看出，一般的指数样条采样核改

变了噪声原有的统计特性，而改进的采样核能够保

持噪声分量的统计特性，正如前面所说，该特性保

证了后续算法的前提条件得以满足，因此使系统稳

健性更好。 

4  仿真实验 

 本节通过计算机仿真来验证改进的指数再生核

在提高系统重构性能方面的作用。为了保证再生核

参数有足够的自由度，实验中我们以高斯脉冲序列

作为输入信号。重构质量用延时估计误差和幅度值

估计误差来评估，两种误差分别定义为
2

2e−t t 和
2

2e−a a ，其中t和 et 分别表示由真实延时值和估计

值对信号长度T 归一化之后组成的向量，a 和 ea 表

示真实幅度值与估计值相对于原始值归一化得到的

向量。 

在本实验中，设输入信号为长度 60T = 的高斯

脉冲序列叠加零均值高斯白噪声，高斯脉冲波形如

式(22)所示，脉冲宽度为 12τ = ，标准差为 Gσ =  

 

图 2 针对两种不同波形的改进指数再生采样核 
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0.4 。脉冲个数 6L = ，脉冲延时为 1{ }L
lt =(7.1, 16.7, 

24.9, 33.0, 37.7, 44.6)，脉冲幅度为 1{ }L
la =(0.8471, 

-0.7702, 0.8009, -0.6044, -0.9487, 0.7803)。采样频

率 1sT = ，采样点数 / 60sK T T= = ，指数再生核

的阶数 5 30M L= = ，选择再生核参数 m jmα λ= ，

且 /2, /2 1, , /2 1, /2m M M M M= − − + − ，这可以

保证滤波器为实的。另外，对于原始的指数再生核

与改进的指数再生核，其λ都设为 2 /Kπ 。为了使

结果具有可比性，实验中保持脉冲幅度和延时值不

变，分别在不同的信噪比情况下做蒙特卡洛分析，

每个信噪比都做 500 次独立重复试验求平均，重构

过程采用了子空间重构算法，仿真结果如图 4 所示。 

从图 4 中可以看出，相对于原始指数采样核，

使用改进指数采样核能较大程度上提升重构性能。

另外一个需要注意的问题是幅度值估计误差曲线在

小于 15 dB 的低信噪比区段不够平滑，甚至并不总

是单调，下面我们对此进行解释。 
 我们知道，幅度值是通过求解如式(23)所示问

题的最小均方解得到的。 

1

[ ] [ ]
L

m
l l

l

m v u E mΦ
=

= +∑          (29) 

写成矩阵形式为 = +Uv EΦ ，当矩阵U 的条件数较

大时会造成估计误差加大。矩阵U 的第m 行第 l 列 

元素为 /
,

l sjm t T
l mu e λ= ，因此影响其条件数的因素有 

λ和 lt ，由于在实验过程中λ的值是确定的，所以影

响条件数发生变化的只有 lt 。重构算法中，首先需

要估计出 lt 的值，然后才能根据式(23)估计幅度值，

lt 的估计误差会改变矩阵U 的条件数，而对于不同

的 SNR，矩阵U 的条件数也是不同的，如图 5 所示。 

从图 5 中可以看出，无论是一般指数样条采样

核系统还是改进指数再生采样核系统，整体而言，

矩阵U 的条件数都是随着信噪比的提高而减小，但

在低信噪比区间，曲线并不平滑，甚至是非单调的，

这也就导致了图 4 中幅度值估计误差曲线的类似特

征。另外，改进指数再生采样核系统对应的矩阵U 的

条件数明显小于一般指数样条采样核系统，这也从

另外一个角度解释了改进指数再生采样核能够提升

系统稳健性的原因。 

5  结束语 

 本文针对 FRI 采样框架中一般指数再生采样核

会影响噪声统计特性这一问题，提出了一种改进的

指数再生采样核，对于脉冲波形比较简单的情况，

可以通过合理地设置该采样核参数来保持噪声统计

特性，从而增加对后续子空间算法的适配性，达到

提升性能的目的。 

 

图 3 估计得到的噪声协方差矩阵                   图 4 指数采样核性能                 图 5 U矩阵条件数随信噪比 

(由 1000 次独立实验进行平均得到)                      对比曲线                             变化曲线对比 
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