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稀疏随机矩阵有限等距性质分析 

张  波*    刘郁林    王  开  
 (重庆通信学院 DSP 研究室  重庆  400035) 

摘  要：稀疏随机矩阵由于具有存储容量小、编码和重构复杂度低、易于更新等优良特性而适用于分布式应用。为

确保稀疏随机矩阵可作为压缩感知观测矩阵，该文证明了稀疏随机矩阵的有限等距性质(RIP)。首先，证明了测量

矩阵满足有限等距性质等价于其子矩阵的格拉姆矩阵特征值分布于 1 附近；在此基础上，证明了当测量值个数满足

特定条件时，稀疏随机矩阵以接近于 1 的概率满足有限等距性质。仿真实验表明，稀疏随机矩阵在保证稀疏信号精

确重建的同时，大大节约了测量和重建所需的时间。 
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Restricted Isometry Property Analysis  
for Sparse Random Matrices 
Zhang Bo    Liu Yu-lin    Wang Kai 

 (DSP Laboratory, Chongqing Communication Institute, Chongqing 400035, China) 

Abstract: Sparse random matrices have attractive properties, such as low storage requirement, low computational 

complexity in both encoding and recovery, easy incremental updates, and they show great advantages in 

distributed applications. To make sure sparse random matrices can be used as the measurement matrix, the 

Restricted Isometry Property (RIP) of such matrices is proved in this paper. Firstly, it is shown that the 

measurement matrix satisfies RIP is equivalent to the Gram matrix of its submatrix has all of eigenvalues around 

1; then it is proved that sparse random matrices satisfy RIP with high probability provided the numbers of 

measurements satisfy certain conditions. Simulation results show that sparse random matrices can guarantee 

accurate reconstruction of original signal, while greatly reduce the time of measuring and reconstruction. 
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1  引 言 

压缩感知 [1 5]− (Compressed Sensing, CS)是一种

全新的数据获取和采样理论。该理论指出：如果信

号是稀疏的或者在某个变换域是稀疏的，则可用一

个测量矩阵将该信号投影到低维空间，投影后的低

维信号包含了重构原始信号的全部信息，通过求解

一个优化问题就可以从这些少量的投影中精确重构

出原始信号。 
测量矩阵设计是CS理论的一个重要研究方向。

为保证信号在投影过程中不丢失信息，测量矩阵应
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满足一定性质。文献[2]证明了测量矩阵满足有限等

距性质(Restricted Isometry Property, RIP)是完全

重构稀疏信号的充分条件，并指出稠密高斯随机矩

阵可以作为普适的测量矩阵。后续研究以减少精确

重构原始信号所需的测量值个数为目标，构建了部

分傅里叶矩阵[3]，Toeplitz矩阵[6]等性能优异的稠密

测量矩阵。然而，文献[7]指出，采用传统的稠密测

量矩阵作为网络数据收集的测量矩阵会带来密集观

测问题，即每个测量值的获取均需要所有节点参与

运算[8]。由于每个测量值均由密集观测得到，因此测

量值的获取需要极大的通信开销，且进行重建时计

算量巨大。为避免密集观测问题，文献[9]提出用稀

疏随机矩阵作为测量矩阵对网络数据进行测量，该

方法计算测量值只需部分节点参与，显著减少了获

取测量值的通信开销，极大地推动了CS在无线传感

器网络(Wireless Sensor Networks, WSNs)中的应

用。除此之外，稀疏随机矩阵在图像处理、遥感成
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像、雷达探测、数据流计算等领域都具有巨大的应

用潜力，引起了广泛关注 [9 12]− 。 
现有文献缺乏对稀疏随机矩阵 RIP 的证明，本

文则给出了其严格证明。首先，证明了测量矩阵满

足 RIP 等价于其子矩阵的格拉姆矩阵特征值分布位

于 [1 ,1 ]k kδ δ− + 范围内，将矩阵满足 RIP 的证明问

题转化为格拉姆矩阵特征值分布范围的讨论问题；

然后，证明当测量值个数满足特定条件时，格拉姆

矩阵特征值以接近 1 的概率位于 [1 ,1 ]k kδ δ− + 范围

内，从而证明稀疏随机矩阵满足 RIP。 

2  基本理论 

2.1 压缩感知 
CS 的基本思想是利用稀疏信号的少量投影值

重构原始信号。考虑一个长度为 n 、稀疏度为

( )k k n< 的信号x ，用 ( )m n m n× 的测量矩阵A
对x 投影： 

= +y Ax e               (1) 

其中 1mR ×∈e 为测量误差向量， 1mR ×∈y 为测量值

向量。如果测量矩阵A满足 RIP，那么可以由m 个

非自适应的线性投影值y 重构出原始信号x 。RIP
定义如下： 

定义 1 (有限等距性质)  如果m n× 的矩阵A
满足 

( ) 22 2
2 22

1 (1 ) , T
k T k Rδ δ− ≤ ≤ + ∀ ∈z A z z z  (2) 

那么就称矩阵A以参数 [0,1)kδ ∈ 满足k 阶有限等距

性质，简记为 RIP( , )kk δ∈A 。其中 {1,2, , }J n= 是

矩阵A的列索引集合，T J⊆ 是矩阵A的子列索引

集合， T k≤ , | |⋅ 表示集合的势，即集合元素的个

数， TA 为保留A中子列索引集合T 对应列构成的

子矩阵。文献[13]给出了精确重构k 稀疏信号的充分

条件为 2 2 1kδ < − ，文献[14]进一步得到了恢复 k

稀疏信号的充分条件为 0.307kδ < 。 

稀疏信号x 的重构问题[15,16]可等价为求解矩阵列

向量的稀疏组合方式问题，利用 1l 范数意义下的优化

问题可求解得到x 的近似解x : 

1 2argmin ,  s. t. ε= − ≤x x y Ax      (3) 

2.2 稀疏随机矩阵 
定义 2 (稀疏随机矩阵) 设A为一个m n× 的

矩阵，如果A的每一列仅含有 mμ 个非零元素，且

非零元素独立同分布，那么就称矩阵A为稀疏随机

矩阵，且稀疏率为μ。 

μ控制了稀疏随机矩阵的稀疏度，当 1μ = 时，

稀疏随机矩阵即为稠密随机矩阵。 

3  有限等距性质的特征值分布条件 

通过讨论格拉姆矩阵特征值的分布范围，文献

[6]和文献[17]分别证明了Toeplitz矩阵和准Toeplitz

矩阵满足有限等距性质。然而，上述文献并未证明

矩阵满足 RIP 与格拉姆矩阵特征值分布位于 1 附近

的等价关系，下面将利用 Rayleigh-Ritz 定理证明测

量矩阵满足k 阶 RIP 等价于该矩阵任意抽取k 列构

成子矩阵 的格拉姆 矩阵的特 征值分布 位于

[1 ,1 ]k kδ δ− + 范围内。 
引理 1 (Rayleigh-Ritz 定理) 设D是n n× 的

Hermite 矩阵，并令D的特征值按递减排序排列，

即 max 1 2 minnλ λ λ λ λ= ≥ ≥ ≥ = ，则 
H

maxH0
max λ

≠
=

z

z Dz
z z

           (4) 
H

minH0
min λ
≠

=
z

z Dz
z z

            (5) 

式(4)取等号的条件是 maxλ=Dz z ，式(5)取等式的

条件是 minλ=Dz z。 

定理 1  矩阵A满足k 阶 RIP 性质的充要条件

为矩阵A中任意抽取k 列构成子矩阵的格拉姆矩阵
H( )T T T=G A A A 的所有特征值均位于 [1 ,1 ]k kδ δ− +

范围内。             

证明 (1)充分性  记 ( )TG A 的 大和 小特征

值分别为 max( ( ))Tλ G A 和 min( ( ))Tλ G A ，由于 ( )TG A

是 Hermite 矩阵，根据引理 1 可知，对任意的 kR∈z

有式(6)成立。 

( )( ) ( )( )
H H

min maxH
T T

T Tλ λ≤ ≤
z A A z

G A G A
z z

   (6) 

即 

( )( ) ( )( )22 2
2 2min max2T T Tλ λ≤ ≤G A z A z G A z  (7) 

令 min maxmax{1 ( ( )), ( ( )) 1}k T Tδ λ λ= − −G A G A ，

那么 

( ) ( )22 2
2 22

1 1k T kδ δ− ≤ ≤ +z A z z      (8) 

   (2)必要性  采用反证法证明，设 ( )TG A 的 大

特征值 max( ( )) 1T kλ δ> +G A ，根据引理 1 ，当

max( ) ( ( ))T Tλ=G A z G A z时，有 

( )
H H

maxH (1 )T T
T kλ δ= > +

z A A z
G A

z z
    (9) 

即存在一个 kR∈z 满足： 

( )( )2 2 2
2 2max2

(1 )T T kλ δ= > +A z G A z z    (10) 

这与 RIP 的定义相矛盾，故假设不成立，即

max( ( )) 1T kλ δ< +G A ， 同 理 可 得 min( ( ))Tλ >G A  

1 kδ− 。即 ( )TG A 的所有特征值均位于 [1 ,1 ]k kδ δ− +

范围内。                                 证毕 
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4  稀疏随机矩阵有限等距性质分析 

根据定理 1 可知，要证明一个矩阵以参数 kδ 满

足k 阶 RIP，只需证明该矩阵任意抽取k 列构成子

矩 阵 的 格 拉 姆 矩 阵 的 所 有 特 征 值 均 位 于

[1 ,1 ]k kδ δ− + 。在经典的特征分析中，圆盘定理对

矩阵的特征值范围作出了估计。 

引理 2  (Gersgorin 圆盘定理)  矩阵 u u×M 的

特 征 值 分 布 于 u 个 圆 盘 ( ),i i i id d c r= 的 并 集 

( )
1

,
u

i i i
i

d c r
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∪ 中，其中 1,2, ,i u= ，圆盘的圆心 ic =  

,i iM ，半径 ,1

u
i i jj j i

r
= ≠

= ∑ M ，其中 ,i iM 和 ,i jM 分 

别是矩阵M 的对角线元素和非对角线元素。 
矩阵A任意抽取k 列构成的子矩阵 TA 共有 k

nC

个，要依次证明每个子矩阵格拉姆矩阵的特征值分

布位于 [1 ,1 ]k kδ δ− + 是一个组合复杂度问题，因此，

本文将证明所有子矩阵格拉姆矩阵的特征值同时位

于 [1 ,1 ]k kδ δ− + 范围。矩阵A的格拉姆矩阵 ( )G A 包

含了所有子矩阵格拉姆矩阵的特征值分布信息，为

证明所有子矩阵的格拉姆矩阵的特征值分布均位于

[1 ,1 ]k kδ δ− + 范围，可适当选取 , 0d oδ δ > , d oδ δ+  
(0,1)kδ= ∈ ，如果 ( )G A 的各对角元素 ,i iG 满足

,| 1|i i dδ− <G ，各非对角元素 , ( )i j i j≠G 满足 ,| i j −G  
1| /o kδ< ，即各 Gersgorin 圆盘的圆心与 1 之间的距

离不超过 dδ ，各圆盘的半径不超过 oδ ，根据引理 2
即可证明 ( )TG A 的所有特征值分布位于 [1 ,kδ−  
1 ]kδ+ 范围。如果矩阵A的非零元素独立同分布于

高斯分布，则 ( )G A 的各对角元素为高斯变量的平方

和，各非对角元素为独立高斯变量的乘积之和，对

角元素和非对角元素的取值范围可由以下引理确

定。 

引理 3  设序列 1{ }n
i ix = 中仅有nμ 个非零元素，

并且非零元素服从均值为 0，方差为1/( )nμ 的高斯

分布，那么 
2

2

1

Pr 1 2 exp
16

n
d

i d
i

n
x

δ μ
δ

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ − ≥ ≤ −⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑     (11) 

Pr 表示事件发生的概率。 

证明  首先考虑序列 1{ }n
i iz = ，其中各元素独立

同分布于均值为 0，方差为 2σ 的高斯分布，对

0 1t≤ ≤ ，由文献[6]可知 

2 2 2

1

Pr 4 2 exp( )
n

i
i

z n nt tδ δ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ≥ ≤ −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑    (12) 

2
1

n
ii

x
=∑ 为序列 1{ }n

i ix = 各元素的平方和，加法具 

有交换性，因此可通过交换元素顺序将nμ 个非零元

素交换到前nμ项，那么有 

2 2

1 1

nn

i i
i i

x x
μ

= =

=∑ ∑           (13) 

将式(13)和非零元素方差 1/( )nμ 代入式(12)可
得 

2

1

4
Pr 1 2 exp( )

n

i
i

x n t t
n

μ

μ
μ=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − ≥ ≤ −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑    (14) 

   令
4

d n t
n

δ μ
μ

= ，代入式(14)可得 

2
2

1

Pr 1 2 exp
16

n
d

i d
i

n
x

μ δ μ
δ

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ − ≥ ≤ −⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑     (15) 

证毕 
引理 4  设序列 1{ }n

i ix = 和 1{ }n
i iy = 中仅有nμ 个非

零元素，并且非零元素服从均值为 0，方差为1/( )nμ
的高斯分布，那么 

2

1

Pr 2 exp
4 2

n

i i
i

n t
x y t

t
μ

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ≥ ≤ −⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜⎟⎜ +⎝ ⎠⎝ ⎠
∑      (16) 

证明  首先考虑 1{ }n
i iz = 和 1{ }n

i ir = ，其中各元素独

立同分布于均值为 0，方差为 2σ 的高斯分布，则由

文献[6]可知 
2

2 2
1

Pr 2 exp
4 ( 2)

n

i i
i

t
z r t

n tσ σ=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ≥ ≤ − ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜⎟ ⎟⎜ + ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑   (17) 

设序列 1{ }n
i ix = 和 1{ }n

i iy = 非零元素的混叠长度为 
l (显然 l nμ≤ )，那么

1

n
i ii

x y
=∑ 只有 l 项非零，加法 

具有交换性，将 l 个非零元素交换到前 l 项，那么有 

1 1

n l

i i i i
i i

x y x y
= =

=∑ ∑           (18) 

将式(18)和非零元素方差1/( )nμ 代入式(17)有

1 1

2 2 2 2

Pr Pr

   2 exp 2 exp
4 2 4 2

n l

i i i i
i i

x y t x y t

n t n t
l n t t

μ μ
μ

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜≥ = ≥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟≤ − ≤ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

   (19) 

证毕 
借助以上引理可证明稀疏随机矩阵满足有限等

距性质。 
定理 2  设A为一个m n× 维，稀疏率等于μ的

稀疏随机矩阵，且非零元素独立同分布于均值为零，

方差为1/( )mμ 的高斯分布。那么对任意 (0,1)kδ ∈ ，

存在常数 1c 和 2c (由 kδ 决定)，使得当 2
2( log )m c k n≥  

/μ 时，稀疏随机矩阵A以不小于 11 exp( c mμ− −  
2/ )k 的概率满足k 阶 RIP 性质。 
证明  记 , ( 1,2, , , 1,2, , )i j i m j n= =A 为A的

第 ( , )i j 元素，那么 ( )G A 的对角线元素可表示为 
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2
, 1

m
i i jij=

= ∑G A ，由引理 3 可知 

 ( )
2

,Pr 1 2 exp
16

d
i i d

mδ μ
δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− ≥ ≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
G     (20) 

则所有的 ,i iG 满足 
2

,
1

Pr 1 2 exp
16

n
d

i i d
i

m
n

δ μ
δ

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− ≥ ≤ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
G∪   (21) 

( )G A 的非对角线元素可表示为 , 1
=

m
i j rir=∑G A  

rj⋅A ，由引理 4 可知 

( )
2

,Pr 2 exp
4 2i j
m t

t
t

μ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≥ ≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠
G       (22) 

将 t 用 o kδ 替换可得 
2

, 2Pr 2 exp
4 2

o o
i j

o

m

k k k

δ μδ
δ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟≥ ≤ −⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ +⎝ ⎠
G     (23) 

    ( )G A 的非对角线元素具有对称性，互不相同的

非对角元素总共有 ( 1)/2n n − 个，则所有 ,i jG 联合概

率分布满足 

2
2

, 2
1 1

Pr exp
4 2

n n
o o

i j
i j o

j i

m
n

k k k

δ μδ
δ= =

≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎛ ⎞⎟⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟≥ ≤ −⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎜ ⎟ ⎟⎜⎢ ⎥ +⎝ ⎠⎣ ⎦⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

G∪∪  (24) 

记P 为稀疏随机矩阵满足 RIP 的概率，假设

(2/ 3)d kδ δ= , (1/ 3)o kδ δ= 及 2n ≥ ，由式(21)和式

(24)可知 
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证毕 
5  仿真实验 

本节将通过仿真实验分析稀疏随机矩阵的性

能，验证稀疏随机矩阵作为压缩感知观测矩阵的可

行性和实用性。 
图 1是 1维稀疏信号的重构实验，信号长度n =  

500 ，稀疏度 30k = ，测量次数 200m = ，分别采用

稀疏率μ为 0.2, 0.4, 0.6, 1.0 的稀疏随机矩阵对信号

进行测量，然后用正交匹配追踪 [15](Orthogonal 
Matching Pursuit, OMP)算法重构，相应的重构结果

如图 1(a)~ 图 1(d)所示。由图 1 实验结果可看出，

4 种不同稀疏率的稀疏随机矩阵均精确重构出原始

信号。 

 

图 1  1 维稀疏信号重建 
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图 2 比较了不同稀疏率测量矩阵的重建成功

率。图 2(a)中信号长度 500n = ，稀疏度 50k = ，测

量次数m 由 90 增加到 180，步长为 3。图 2(b)中信

号长度 500n = ，测量值个数 200m = ，信号稀疏度

由 30逐渐增加到 120，步长为 3。对每组参数( , , )n m k

重复实验 1000 次，将均方误差的相对值作为重构误

差，如果重构误差小于 0.02 则视为重构成功，重构

成功率为重构成功次数与总试验次数之比。由图 2

的实验结果可以看出，测量矩阵的稀疏μ和精确重

建稀疏信号所需的测量值个数之间存在权衡问题，

随着测量矩阵稀疏率的减小，精确重建稀疏信号所

需的测量值个数略微增加。 

固定信号长度 500n = ，测量次数 200m = ，稀 
疏度 30k = ，稀疏率从 0.05 逐渐增大到 1.00，步长

为 0.05，图 3 和图 4 分别是测量和重建时间随测量

矩阵稀疏率增加的变化曲线。由图 3 和图 4 可以看

出，测量和重建时间均随着测量矩阵稀疏率的增大

而显著增大，这是因为在测量和重建过程中，需要

进行矩阵和向量的乘法运算，稀疏随机矩阵中含有

大量的零元素，导致运算量大大减少。 
结合以上仿真结果可知：对稀疏随机矩阵加入

大量零元素，可在略微增加精确重建所需的测量值

个数的情况下，大大减少测量和重建时间，对于图

像压缩传感、传感器网络数据压缩传感等实际应用

具有重要的意义。 

 

图 2 重建成功率比较                           图 3 测量时间随测量矩阵稀疏率变化情况 

 
图4 重建时间随测量矩阵稀疏率变化情况 

6  结束语 

测量矩阵满足 RIP 是确保重构稀疏信号的充分

条件。本文证明了稀疏随机矩阵满足 RIP，为应用

稀疏随机矩阵作为 CS 观测矩阵解决实际问题提供

了理论指导。该证明分两步进行：首先，推导得到

了测量矩阵满足 RIP 的特征值分布条件，将 RIP 的

证明问题转化为格拉姆矩阵特征值分布范围的讨论

问题；然后，证明了当测量值个数满足特定条件时，

稀疏随机矩阵以接近 1 的概率满足 RIP。下一步将

以本文的结论为基础，针对 WSNs 的具体应用，深

入研究适用于 WSNs 数据收集的稀疏测量矩阵设计

问题。 
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