
第 35 卷第 5 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.35No.5 

2013 年 5 月                       Journal of Electronics & Information Technology                        May 2013 
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摘  要：传统咬尾码最大似然(ML)译码算法在译码时存在两个问题：复杂度高和消耗存储空间大。针对这两个问

题，该文提出了一种基于 Viterbi 算法和双向搜索算法的最大似然译码算法。新算法利用 Viterbi 算法得到的幸存

路径度量值与最大似然咬尾路径度量值的关系，删除不可能的起始状态及其对应的咬尾格形子图，缩小搜索空间；

然后利用双向搜索算法中门限值与最大似然咬尾路径度量值的关系来降低双向搜索算法的复杂度，从而得到一种在

咬尾格形图上高效率的最大似然译码算法。新的最大似然译码算法不仅降低了译码复杂度，同时降低了译码器对存

储空间的需求。 
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Abstract: There exist two problems with the conventional Maximal Likelihood (ML) decoding algorithms: high 

decoding complexity and large memory space consumption. To solve these problems, a new algorithm that is based 

on Viterbi and bidirectional searching algorithm is proposed. By comparing the accumulated path metrics of 

survived paths with the path metric of ML tail-biting path, all of which are obtained in the Viterbi searching phase, 

the new algorithm deletes impossible starting states and their corresponding sub-tail-biting trellises to reduce the 

searching space for the second phase. In the second phase, the decoding complexity can be further reduced by 

comparing the path metric of ML tail-biting path with the threshold used in the bidirectional searching algorithm. 

Combing the Viterbi algorithm and bidirectional searching algorithm, a new ML decoding algorithm for tail-biting 

codes, which can be performed on tail-biting trellis with high efficiency, is obtained. The results of experiments 

show that the new algorithm improves the decoding efficiency and reduces the memory space consumption.  

Key words: Coding; Tail-biting codes; Tail-biting trellis; Maximal Likelihood (ML) decoding; Bidirectional 

searching algorithm 

1  引言  

咬尾卷积编码是一种非常有效的卷积码编码方
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式，它能够消除用已知比特来初始化编码器所导致

的码率损失，而这种码率损失在信息序列较短时是

不容忽视的 [1 3]− 。正是由于咬尾卷积码的这种优势，

使得它被广泛运用于各种无线通信系统的控制信道

和广播信道，如增强型数据速率 GSM 演进技术

(Enhanced Data rate for GSM Evolution, EDGE)
和 3GPP 长期演进项目(Long Term Evolution, 
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LTE)[4,5]。采用传统的卷积编码所得到的码字可以用

传统格形图来表示，传统格形图只有一个起始状态

和一个终止状态，而采用咬尾方式编码得到的码字

可以用咬尾格形图来表示[6]。咬尾格形图含有多个起

始状态和对应的多个终止状态，且首尾相连[7,8]。 
在文献[9]中，作者通过研究发现准循环码和咬

尾卷积码间具有一一对应关系，因此准循环码也可

以用咬尾格形图来表示。近些年的研究表明，许多

分组码也可以用咬尾格形图表示 [6 8]− 。而且对同样

的分组码来说，它的咬尾格形图表示比传统格形图

表示具有更简洁的形式[6]。比如对(24,12)Golay 码来

说其传统格形图上中间位置的状态数高达 512[10]，

而其咬尾格形图上的状态数仅为 16[6]。本文中将咬

尾卷积码和可以用咬尾格形图表示的分组码定义为

咬尾码。 
对基于格形图的译码算法进行研究，不仅对研

究码字的结构具有重要意义，同时对研究咬尾码的

软输入最大似然译码算法也有重要意义。目前基于

咬尾格形图的译码算法主要有基于 Viterbi-启发式

搜索(Viterbi-Heuristic, VH)算法的最大似然译码算

法[11,12]和基于循环 Viterbi 算法的次优译码算法，如

TD-CVA[2]。其中 VH 算法对存储空间的要求很高，

这是因为在 VH 算法执行过程中，所有 Viterbi 算法

搜索的幸存路径在每个时刻的度量值都要保存起

来，用于启发式搜索过程中启发式函数 f 值的估计。

双向搜索算法也是咬尾码的一种高效最大似然译码

算法，不过它只能工作在传统格形图上，即格形图

上只有一个起始状态和一个终止状态[10]。在咬尾格

形图上，双向搜索算法需要从每个可能的起始状态

开始做一次双向搜索，穷尽搜索各个起始状态的咬

尾格形子图，这导致译码复杂度过高。 
本文借鉴双向搜索算法中的门限值思想，设计

一种基于 Viterbi 算法和双向搜索算法的两步骤最

大似然译码算法。新的译码算法将利用 Viterbi 算法

中获得的幸存路径度量值来设置双向搜索算法中的

门限值。利用这些信息可以更加准确地预测各个咬

尾格形子图上存在的咬尾路径的度量值门限，从而

提高双向搜索算法在咬尾格形图上的搜索效率，降

低译码复杂度的同时减少对存储空间的需求。 
本文结构如下：第 2 节介绍新算法的设计原理，

并对算法的最优性进行证明；第 3 节给出算法性能

仿真验证；第 4 节总结全文。 

2  算法描述 

2.1 变量定义 
如图 1所示的咬尾格形图T 是生成多项式为{7, 

5}的咬尾卷积编码器生成，其中实线连接各状态组 

 

图 1 生成多项式为{7,5}的咬尾卷积码格形图 

成的是状态 00 的咬尾格形子图 sub(00)T ，它是由咬

尾格形图上所有从 00 状态起始并结束到 00 状态的

咬尾路径组成。图中粗实现连接的状态构成的是

sub(00)T 上的一条咬尾路径。 
咬尾格形图长度为L (=8)，在每个时刻 l 处的状

态空间定义为 lS ，其中 0 l L≤ ≤ 。对咬尾格形图来

说有 0 LS S= 。在图 1 所示的咬尾格形图上，每个时

刻的状态空间是相同的(并不是所有的咬尾格形图

都具有此特性)，即 lS = {00, 01, 10, 11}。 
本文所提算法分为两个步骤，第 1 步是基于

Viterbi 算法。在咬尾格形图上，Viterbi 算法从位置

0l = 处的所有起始状态开始搜索，搜索到 l L= 处，

会得到 | |LS 条幸存路径，其中 | |LS 表示集合 LS 中

的状态个数。幸存路径 ( , )P s' s 起始于时刻 0l = 处的

状态 s' 并结束于时刻 l L= 的状态 s ，即 0s' S∈ , 

Ls S∈ 。路径 ( , )P s' s 的累积度量值记为 ( )LM s 。若路

径 ( , )P s' s 的起始状态和终止状态相同，即若s s'= ，

则该路径为咬尾路径。对于咬尾码来说，其最大似

然译码等效于在咬尾格形图上寻找最大似然咬尾路

径所对应的码字，相应的记最大似然咬尾路径及其

度量值为 MLTBP 和 MLTBM 。 
下面以码率为 /b c 的咬尾卷积码为例来阐述幸

存路径累积度量值的计算方法。设咬尾码字序列为

v ={ lv , 0 l Lc≤ ≤ }，假设采用 BPSK 调制，则调

制以后的符号序列为 x ={ lx , 0 l Lc≤ ≤ }，其中

(1 2 )l l sx v E= − 。不失一般性将 sE 归一化为 1。通

过噪声功率谱密度为 0/2N 的加性高斯白噪声

(Additive White Gaussian Noise, AWGN)信道以

后，对应的接收序列为r ={ lr , 0 l Lc≤ ≤ }。则 lr 的

对数似然比信息为 

0

Pr( | 1)
LLR( ) ln 4 /

Pr( | 1)
j j

j j
j j

r x
r r N

r x

= +
= =

= −
 

在 Viterbi 搜索过程中，时刻 l 处的最大似然路

径累积度量值为 
1

0

argmax LLR( )
Lc

l j j
j

M x r
−

=

= ∑
x

       (1) 

加权汉明距离定义为[10] 
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其它

| LLR( ) |,  sign( )
(LLR( ), )

0,             

j j j

j j

r r x
D r x

⎧ ≠⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
 

其中 sign( )jr 表示 jr 的符号位，这样式(1)可以写为 
1

0

1

0

argmax |LLR( ) | 2 (LLR( ), )

argmin (LLR( ), )

Lc

l j j j
j

Lc

j j
j

M r D r x

D r x

−

=

−

=

= −

=

∑

∑

x

x
 (2) 

在式(2)的第 2 行中 |LLR( ) |jr 项被忽略，是因为该项

独立于符号序列x ，即与具体路径无关。利用式(2), 
Viterbi 算法演变为在整个咬尾格形图上寻找满足 

式
1

0
argmin (LLR( ), )

Lc
L j jj

M D r x
−

=
= ∑

x
的最大似然路 

径。然而，最大似然路径并不一定是咬尾路径。当

Viterbi 搜索所得到的最大似然路径不是咬尾路径

时，利用双向搜索算法确定全局最优咬尾路径

MLTBP 。 
2.2 算法描述 

下面给出算法的具体步骤，为引用方便，本文

所 提 算 法 简 写 为 VBS(Viterbi-Bidirectional 
Searching, VBS)算法：  

初始化：令起始于 0S 中所有状态的路径累积度

量值的初始值为 0，即令 0( ) 0M s = , 0s S∀ ∈ ; 

MLTBM = +∞。 
Viterbi搜索：从 0S 中所有状态开始进行Viterbi

搜索，得到 | |LS (= 0| |S )条幸存路径P ={( ( , )P s' s , 
( )M s ), Ls S∈ }，若P 中有咬尾路径，则将累积度

量值最小的咬尾路径及其度量值保存在( MLTBP , 

MLTBM )中： 
情况 1  若 MLTBM min({ ( ), })LM s s S= ∀ ∈ ，输

出路径 MLTBP 上的码字，译码结束； 
情况 2  否则将所有累积路径度量值小于 MLTBM

的幸存路径结束状态按度量值的升序保存到集合C

中，即C ={( s , sub( )T s , ( )M s )|若 <i j ，则 ( )iM s  
( )jM s≤ , ,i j Ls s S∈ }。 
双向搜索： 在传统格形图上，通过设定门限值

来约束搜索空间，双向搜索算法能够以非常高的效

率找到最大似然咬尾路径[10]。在咬尾格形图上，通

过 Viterbi 搜索，得到集合C ，这相当于从最初的

0| |S 个咬尾格形子图中通过筛选得到剩下的 | |C 个

待搜索咬尾格形子图。在搜索过程中门限值Th 不断

增大而 MLTBM 不断减小，这时会有更多的状态 s 及

其 sub( )T s 被从C 中排除，搜索范围进一步缩小。门

限值的最大允许值为 max MLTBTh M= 。当 Th ≥  

MLTBM 时，译码结束，此时双向搜索算法将会收敛

到全局最优咬尾路径，且这个路径会被保存在

MLTBP 中。 

下面简单阐述基于集合C 的双向搜索算法译码

过程。设集合C 中相邻的 3 个状态为 1is − , is , 1is + ，

对应的有 1( )iM s − ( )iM s≤ 1( )iM s +≤ 。首先在 1is − 的

咬尾格形子图 sub 1( )iT s − 上进行搜索，在搜索过程中

若发现在 sub 1( )iT s − 上的搜索门限值 1Th 已经超过

( )iM s 则暂停搜索，并保存中间结果。此时启动在

sub( )iT s 上的搜索，直到 is 上的门限值也超过 1Th ，

此时暂停在 sub( )iT s 上的搜索，并保存中间结果。增

大门限值到 2Th ，并继续在 sub 1( )iT s − 和 sub( )iT s 上的

搜索，直到 2Th 大于 1( )iM s + ，暂停在 sub 1( )iT s − 和

sub( )iT s 上的搜索；继续增大门限值同时启动在

sub 1( )iT s − , sub( )iT s 和 sub +1( )iT s 上的搜索。以此类推，

直到Th = maxTh 。 
在搜索过程中：(1)若新发现的咬尾路径累积度

量值小于 MLTBM ，则更新( MLTBP , MLTBM )；(2)若所

设门限值Th 已不小于 MLTBM ，则译码结束。( MLTBP , 

MLTBM )中保存的就是最大似然咬尾路径。 
下面通过一个例子来说明VBS算法的译码过

程。 
例.1  LTE中的咬尾卷积编码器生成多项式为

{133, 171, 165}[5]。设信息序列为{101000101101}，
咬尾编码以后的码字序列为{100 001 101 011 010 
101 001 111 111 010 101 010}。为方便，编码器的

状态用十进制表示。通过信噪比 0/bE N =0 dB的

AWGN信道，一次实验中得到的接收序列为

{(-2.208 1.854 -0.389), (0.271 1.942 -0.690), 
(-0.206 1.254 -0.366), (0.315 0.327 0.938), (1.039 
-0.472 0.799), (-1.984 0.260 -0.208), (-1.034 0.563 
-1.921), (-0.062 0.358 0.129), (-0.931 -1.383 
-1.936), (1.650 -2.040 0.395), (-0.165 2.555 0.064), 
(1.686 -0.928 -0.236)。通过Viterbi搜索得到64条幸

存路径集合P ，其中咬尾路径为 MLTBP (26,26)，其

度量值 MLTBM =3.655。集合P 中度量值比 MLTBM 小

的非咬尾路径有两条，对应的结束状态分别为16和
45，路径度量值分别为3.332和2.902，因此 =C {(45, 

sub(45)T , 2.902), (16, sub(16)T , 3.332)}，故双向搜索

算法需要在 sub(45)T 和 sub(16)T 上进行搜索。双向搜

索算法在 sub(45)T 上的译码过程如图2(a)所示，门限

值的上限为 maxTh = MLTBM = 3.655。门限值Th 从0
增加到 maxTh ，前/后向搜索最大门限为 maxTh /2 =  
1.828。在前/后向搜索过程中，所有度量值大于

Th/2的路径都将被删除，对应的结束状态也将被删

除，这些状态对应图2(a)中的空心圆。前向搜索和

后向搜索在 l = 6处的状态5相遇，得到 sub(45)T 上的

最大似然咬尾路径为图2(a)中实心圆连接构成，

( MLTBP (26,26) , MLTBM )更新为( MLTBP (45,45) , 
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图2 双向搜索过程示意图 

3.475)。在 sub(16)T 上的双向搜索最大门限值更新为

maxTh = 3.475，前向搜索和后向搜索最大门限为

maxTh /2= 1.738。由图2(b)可以发现，在 sub(16)T 上

的前向搜索结束在 l = 1处，后向搜索结束在 l = 8
处，没有找到咬尾路径。路径 MLTBP (45,45)对应的

信息序列为{101000101101}，与发送信息序列相同，

译码成功。 
2.3 最优性证明 

定理 1  VBS 算法是咬尾码的最大似然译码算

法。 
证明  分为 3 种情况讨论 
(1)Viterbi 搜索得到的度量值最小的路径为咬

尾路径，保存在( MLTBP , MLTBM )中； 
(2)Viterbi 搜索得到的度量值最小的咬尾路径

为( MLTBP , MLTBM )，但 MLTBP 不是所有幸存路径中

度量值最小的； 
(3)Viterbi 搜索没有找到咬尾路径。 
首先证明情况(1)，即证明：若 MLTBP 是P 中度

量值最小的路径，则它是全局最优咬尾路径。 
在 Viterbi 搜索中得到幸存路径集合为 P = 

{( ( , )P s' s , ( )M s ), Ls S∈ }。由文献[13]中的定理 1 可

知 Viterbi 算法具有这样的性质：在咬尾格形图上所

有结束到状态 s 的可能的路径中，幸存路径 ( , )P s' s

的度量值 ( )M s 是最小的。设状态s 的咬尾格形子图

sub( )T s 上的任一咬尾路径及其路径度量值为

( TB( , )P s s , TB( )M s )，因此有 

TB( , ) ( )M s s M s≥             (3) 

式 (3)说明 sub( )T s 上的所有咬尾路径的度量值

TB( , )M s s 都不小于 Viterbi 搜索所得到的幸存路径

( , )P s' s 的度量值 ( )M s ，因此 ( )M s 是 sub( )T s 上咬尾

路径度量值的下界。 
设路径 MLTBP 的结束状态为 s 。对于集合 0S  

( LS= )中的任意状态s' ，其咬尾格形子图上的所有

咬尾路径满足式(3)： TB( , ) ( )M s' s' M s'≥ 。又 MLTBM = 
min({ ( ), })LM s s S∈ ，故由式(3)可得 

TB MLTB( , )M s' s' M≥           (4) 

式(4)对 0S 中任意状态s' 皆成立，因此若 MLTBP

是P 中度量值最小的路径，则它是全局最优咬尾路

径。 
其次证明情况(2)和情况(3)。 
针对情况(2), MLTBP 不是P 中度量值最小的路
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径，集合C 由所有 ( )M s 小于 MLTBM 的状态组成。此

时所有满足 ( )M s MLTBM≥ 的状态s 都被从集合C 中

排除，这是因为在该状态的咬尾格形子图上的所有

咬尾路径都满足式 (3) ，因而 TB( , ) ( )M s s M s≥  

MLTBM≥ ，这说明 sub( )T s 上无法搜索到比 MLTBP 度

量值更小的咬尾路径，故状态 s 可以被删除。针对

情况(3)，由于译码器初始化的时候 MLTBM =+∞，

所以集合C 是 0S 中所有状态的集合。对于情况(2)
和情况(3)，需要用双向搜索在集合C 中的咬尾格形

子图上寻找可能存在的更优的咬尾路径。 
如前所述，集合C 中的状态是按照各个状态的

( )M s 值按升序排列。VBS 算法在双向搜索过程中，

先从 ( )M s 最小的状态s 的 sub( )T s 上开始搜索，通过

不断调整门限值Th 来搜索 sub( )T s 上的咬尾路径。若

门限值超过 MLTBM ，则说明状态 s 的 sub( )T s 上没有

比当前 MLTBP 的度量值更小的咬尾路径，故可以停

止在 sub( )T s 上的搜索。如算法描述中所提，随着门

限值增大，需要搜索的咬尾格形子图也越多。若

| |Th ( )CM s> ，即门限值大于集合C 中最后一个状态

| |Cs 的 | |( )CM s 值时，双向搜索需要遍历每个 sub( )T s , 
s C∀ ∈ 。由于 0| |S 是一个有限的常数，而 0| | | |C S≤ ，

因此双向搜索需要搜索的最大咬尾格形子图数是固

定的，因此 VBS 算法是收敛的。由双向搜索算法的

译码过程可知，它能够寻找到咬尾格形子图上小于

当前门限值 Th 的最优的咬尾路径，并用来更新

( MLTBP , MLTBM )。当 max MLTBTh Th M≥ = 时，译

码结束， MLTBP 中保存是全局最优解。 
综上所述，VBS 算法是咬尾码在咬尾格形图上

收敛的最大似然译码算法。                 证毕 

3  性能仿真 

本节通过两个实验来验证 VBS 算法的性能。并

将VBS算法与VH算法[11]和基于双向搜索算法的双

向有效码树搜索算法(Bidirectional Eff icient 
Algorithm for Searching code Trees, BEAST)算 
法[10]进行比较。衡量算法的性能指标为译码过程中

需要的存储空间大小和平均访问状态数。因为 3 种

算法都是咬尾码的最大似然译码算法，误块率性能

完全相同，故此处忽略误块率性能比较。3 种不同

的算法对存储空间的需求计算方法分别为： 
(1)VBS 算法存储空间需求：用于保存 Viterbi

算法获得全部幸存路径、咬尾格形图前向连接信息、

咬尾格形图后向连接信息和双向搜索算法中断信息

的存储空间； 
(2)VH 算法存储空间需求：用于保存 Viterbi

算法获得全部幸存路径、全部幸存路径在每个时刻

的度量值、咬尾格形图前向连接信息和启发式搜索

中的开栈和闭合路径表的存储空间； 
(3)BEAST 算法存储空间需求：用于保存咬尾

格形图前向连接信息、咬尾格形图后向连接信息和

双向搜索算法的中断信息的存储空间； 
需要注意的是 BEAST 算法没有关于最大似然

咬尾路径的任何信息，所以 BEAST 算法需要遍历

所有 sub( )T s ( 0s S∀ ∈ )，它需要访问的状态数要远远

高于 VBS 算法访问的状态数。 
实验 1  采用 LTE 中的咬尾卷积码(90, 30)。在

译码过程中 3 种算法消耗的平均存储空间如图 3 所

示，平均访问状态数如图 4 所示。从图 3 中可见，

VBS 算法需要的存储空间是所有 3 种算法中最小

的；BEAST 算法和 VBS 算法需要的存储空间相对

稳定。随着信噪比的增大，VH 算法需要的存储空

间会迅速下降，这是因为在启发式搜索算法中需要

保存的开栈和闭合路径表大量减少。由图 4 可见，

在译码过程中，VBS 算法和 VH 算法访问的状态数

基本相同，而 BEAST 算法由于缺少每个咬尾格形

图上的咬尾路径度量值信息，所以在遍历各个咬尾

格形子图的过程中需要访问大量的状态数，复杂度

非常高。 
实验 2  采用码率为 1/2 的咬尾卷积码(48,24)，

生成多项式为{113,147}。它是信息序列长度为 24
时的最小距离最大的咬尾卷积码生成多项式[14]。仿

真中 3 种算法的平均消耗存储空间和平均访问状态

数如图 5 和图 6 所示。我们可以得到和实验 1 中几

乎相同的结论，同时可以发现，在信息序列较短时，

BEAST 算法对存储空间的需求是少于 VBS 算法

的，但是复杂度依然很高。 
通过以上两个实验可以发现，VBS 算法相对于

已有的最大似然译码算法在译码复杂度和存储空间

消耗上有较好的折中，能以较低的复杂度和较少的

存储空间得到相同译码结果。 

4  结束语 

在咬尾码的咬尾格形图上，由于起始状态的不

确定性，Viterbi 搜索和传统双向搜索算法 (如
BEAST 算法)需要做穷尽搜索，复杂度非常高；而

VH 算法虽然复杂度较低，但是消耗大量存储单元。

本文结合 Viterbi 算法和双向搜索算法的优点，利用

Viterbi 搜索得到的最大似然咬尾路径度量值来排

除不可能的起始状态，并将幸存路径度量值作为双

向搜索的门限值上界。这样得到的新的最大似然译

码算法，不仅译码复杂度较低，同时对存储空间的

需求也很低，这对实际运用具有重要意义。 
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图 3 LTE 中咬尾卷积码译码需要的存储空间         图 4 LTE 中咬尾卷积码                   图 5 咬尾卷积码(48, 24) 

译码访问的平均状态数                    译码时需要的存储空间 

 

图 6 咬尾卷积码(48, 24)译码时需要的平均访问状态数 
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