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一种基于积分微分方程的泊松噪声去除算法 

白  键*    冯象初 
(西安电子科技大学理学院应用数学系  西安  710071) 

摘  要：该文提出一种新的基于积分微分方程的泊松噪声去除算法。首先讨论了经典的总变差(TV) 小模型，在

此基础上提出一种新的变分多尺度分层图像表示方法，然后在逆尺度空间上积分“尺度”图像从而得到了新的积分

微分方程。这种新的积分微分方程含有一个单调增加的尺度函数。通过选取适当的尺度函数，该方程可以有效地去

除泊松型噪声。数值实验证明了该算法比经典的 TV 和四阶偏微分方程算法具有更好的去噪效果。 
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An Integro-differential Equation Approach to Reconstructing 
Images Corrupted by Poisson Noise  
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,
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Abstract: This paper presents a novel integro-differential equation approach for removing Poisson noise. The 

classical Total Variational (TV) minimization model is discussed, and then the novel hierarchical multiscale 

variational image representation model is given. To arrive at the novel integro-differential equation, one integrates 

in inverse scale space a succession of refined ‘slices’ of the image. The novel integro-differential equation includes a 

monotone increasing scaling function. According to choose an adaptive scaling function, this equation can remove 

Poisson noise efficiently. Finally, the experiment results demonstrate the proposed model obtains better effects 

compare with the classical TV and fourth-order partial differential equation models.  

Key words: Image processing; Poisson noise; Total Variation (TV) minimization; Integro-differential equation 

1  引言  

图像去噪是图像处理的重要研究课题，也是图

像预处理的重要步骤。至今已经有许多算法用来从

带噪图像估计原始无噪图像。图像的噪声主要分为

加性噪声和乘性噪声。目前去除加性高斯噪声已经

较为成熟。例如 经典的总变差 小化方法[1]不仅能

去除噪声而且能很好地保留图像的边缘。在此基础

上，文献[2]给出了相应的去除乘性噪声的算法。然

而，很多情况下，图像所含的噪声是信号相关的，

并且服从泊松分布，如由光的统计特性和图像传感

器中光电转换过程中引起的光电子噪声，就具有这

种密度分布函数。对于受泊松噪声污染图像的处理，

文献[3]用变分方法研究了图像泊松噪声的抑制，将

泊松噪声的去除归结为演化一个二阶偏微分方程到

稳定的状态。然而，二阶偏微分方程容易产生块效
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应并且计算量较大，文献[4]用四阶偏微分方程克服

了这个缺点。文献[5]用交替投影法来降低计算量。    
近，一些新的积分微分方程方法在图像去噪

上得到了一些应用。例如，文献[6]中提出了一种新

的积分微分方程，该方程可以很好地去除噪声并且

将图像分解成卡通和纹理成分；文献[7]中提出带有

分数阶时间导数和分数阶空间导数的偏微分方程，

然而其本质仍然是积分微分方程；文献[8,9]提出带

有时间积分的积分微分方程，该方程在去除高斯型

噪声方面比传统的偏微分方程方法有一定的优势。

本文考虑服从泊松分布的噪声，在经典总变差(TV)
小模型的基础上，首先建立一种新的基于泊松噪

声的多尺度分层图像表示模型，然后引入连续时间

变量就得到了带有时间积分的新的积分微分方程。

新的积分微分方程是一种逆尺度空间[10]方法，从零

图像演化到原始带噪图像。对于新的积分微分方程，

讨论了它的一些性质，得到了能量分解定理，并且

给出了数值计算方法。数值实验证明本文的算法优

于经典的 TV 算法和四阶微分方程算法。 
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2  基于泊松噪声的 TV 模型 

经典的 TV 模型[1]是从求式(1)的极小化能量泛

函得到的。  

( )2TV( ) d dE u u f u
Ω Ω

Ω β Ω= ∇ + −∫ ∫     (1) 

其中β 为正则化参数。式(1)中，第 1 项称为正则化

项，第 2 项称为忠诚项。TV 模型能很好地去除高斯

型噪声并且很好地保持图像的边缘。针对图像分布

的泊松分布特性，文献[3]先从贝叶斯估计的角度分

析图像去噪的极值问题，进而构造相应的变分模型。 
    假设图像加性噪声服从泊松分布，即 

( ) ,   0
!

ne
P n n

n

μ

μ
μ−

= ≥           (2) 

其中，均值和方差都是 μ。为了从观测图像 f 估计

原始无噪图像u ，基于对u 大后验估计来分析这

一问题。根据贝叶斯原理，有 

( )
( )

( )
( )P f u P u

P u f
P f

=            (3) 

则问题就是极大化 ( ) ( )P f u P u 。在泊松噪声假设下，

对每一个 x Ω∈ ，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) | ( )
( )!

u x f x

u x
e u x

P f x u P f x
f x

−

= =    (4) 

假设在区域Ω 中 f 在各像素点 { }ix 处的值是彼此独

立的，则 

( )
( ) ( ) ( )

( )!

ii f xu x
i

i i

e u x
P f u

f x

−

=∏         (5) 

总变差正则化可以从假设先验分布 

( )( ) exp dP u u u
Ω

λ= − ∇∫          (6) 

得到，其中λ是正则化参数。 
将 ( ) ( )P f u P u 的极大化问题转化为极小化

log( ( ) ( ))P f u P u− ，此时问题等价于极小化 

( ) ( ) ( )( )log di i i
i

u x f x u x u
Ω

λ Ω− + ∇∑ ∫    (7) 

引入连续变量x ，式(7)可以看成下面泛函的离散化： 

( )( ) log d dE u u f u u
Ω Ω

Ω λ Ω= − + ∇∫ ∫      (8) 

泛函式(8)在 u BV∈ 有定义并且满足 logu ∈  
( )1L Ω ，它的极小化解与泛函式(1)的极小化解有本

质的区别，那就是泛函式(8)的极小化解不能保持图

像的平均灰度值。更进一步，有下面的性质： 

定理 1  对于任意给定的 λ ，有 du
Ω

Ω =∫  

d BVf u
Ω

Ω λ−∫ ，其中 dBVu u
Ω

Ω= ∇∫ 是BV 半

范。 

证明  式(8)的欧拉-拉格朗日方程为 

div
u

f u u
u

λ
⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠

 

两端积分并由格林公式得 

d div d

    d ,

   d dBV

u
f u

u

u
f u

u

f u u

Ω Ω

Ω

Ω Ω

Ω λ Ω

Ω λ

Ω λ Ω

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠
⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟= − ∇⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠

= − =

∫ ∫

∫

∫ ∫      证毕 

3  新的积分微分方程 

泛函式(8)的极小解就是去噪图像。为了和文献

[7]中的形式保持一致，将泛函式(8)改写成 

( )( ) d log dE u u u f u
Ω Ω

Ω λ Ω= ∇ + −∫ ∫    (9) 

对于非常小的λ，泛函式(9)的极小化解uλ 仅仅包含

图像的主要轮廓。当λ越来越大时，uλ 就含有越来

越多的图像细节。如果将 f 在初始尺度 0λ 下分解，

有 

{ }0 0
log

argmin dBV
v u f u

u u vλ Ω
λ Ω

= −
= + ∫      (10) 

其中残差图像为
0 0

v f uλ λ= − ，它仍然包含一些图像

的细节，所以
0

vλ 仍然可以在尺度 1λ 下分解： 

{ }1
0

1
log

argmin dBV
v u v u

u u v
λ

λ
Ω

λ Ω
= −

= + ∫      (11) 

其中残差图像为
1 0 1

v v uλ λ λ= − 。如果用一系列变化

的尺度参数 1 2λ λ< < 来代替固定的尺度参数λ，

那么就得到一个新的多尺度分层图像表示，即求下

面一系列泛函的极小解： 

 { }
1 log

argmin d
j

j

BV j
v u v u

u u v
λ

λ Ω
λ Ω

−= −
= + ∫     (12) 

其中残差图像为
1j j j

v v uλ λ λ−
= − 。 

    为了能够得到新的积分微分方程，引入连续时

间步长 τ，并将
j

uλ 以 τ为单位重新求解，得 

{ }
1 log

argmin d
j

j

BV j
v u v u

u u v
λ

λ Ωτ τ
λ Ω

−= −
= + ∫     (13) 

其中残差图像
1j j j

v v uλ λ λτ
−

= − ，所以在 1N + 步后

就得到了下面的多尺度分层图像表示：
0

f uλτ=  

0 0 1 1 0 1
+ + +

N
v u u v u u uλ λ λ λ λ λ λτ τ τ τ τ+ = + + = =

N
vλ+ ，即 

  
0

k N

N

k

f u vλ λτ
=

= +∑          (14)  

对于多尺度图像表示的第 1N + 步： 

 { }
1 log

argmin d
N

N

BV N
v u v u

u u v
λ

λ
Ωτ τ

λ Ω
−= −

= + ∫    (15) 

其中残差图像为
1N N N

v v uλ λ λ−
= − 。其欧拉-拉格朗日

方程为 

1

1
div N

N N N

NN

u
u v u

u

λ
λ λ λ

λ

τ
λ−

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− = ⎜ ⎟⎜ ⎟∇⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
     (16)           
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从等式(14)有
1

1

0N k

N

k
v f uλ λτ

−

−

=
= −∑ ，将其代入式 

(16)得到 

0

1
div N

k N

N

N

Nk

u
u f u

u

λ
λ λ

λ

τ
λ=

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− = ⎜ ⎟⎜ ⎟∇⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑       (17) 

令 0τ → ，就得到新的积分微分方程(18)： 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

0
, , d ,

, ,1
    , , div

, ,

t
u x y s s f x y

u x y t
u x y t

t u x y tλ

−

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∇⎝ ⎠

∫

    (18) 

其中初始条件为 ( ), , 0 0u x y = ，边界条件为
u
n Ω∂

∂
∂

 

0= ( 0t ≥ )，尺度函数 ( )tλ 是单调增加的。 
本文用积分微分方程式(18)对带有泊松噪声的

图像进行去噪。根据实验结果，当 t → ∞ 时，解 

( ) ( )
0

, , , , d
t

U x y t u x y s s= ∫ 收敛于初始带噪图像 f ，所 

以函数族 0{ ( , , )}tU x y t ≥ 可以看成 f 的逆尺度空间表

示，t 是逆尺度参数。因此通过选择适当的时间参数

t , ( ), ,U x y t 就 是 去 噪 图 像 ， ( ) ( ), , ,V x y t f x y=  

( ), ,U x y t− 为残差图像。与定理 1 完全类似，对于新

的积分微分方程有下面的性质： 

定理 2  对于积分微分方程(18)，有 

( )
1

d d BVU f u
tΩ Ω

Ω Ω
λ

= −∫ ∫  

证明与定理 1 类似，不再累述。       
定理 3  对于积分微分方程式(18)，有下面的能

量分解式： 

( ) ( )

( ) 22

0

2 2

1
4 , , , , d d

( )

      , ,

t

LL

u x y s u x y s s
s

V x y t f

Ω
Ω

λ
∇

+ =

∫ ∫
 

证明  为了书写方便，以下将空间变量 ,x y 省

略。由式(18)，有 

( )
( )

( )
( )
( )
,1

, , div
,

u t
U t f u t

t u tλ

⎛ ⎞∇ ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⋅ − = ⋅ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∇ ⋅⎝ ⎠
    (19) 

对式(19)两边同乘以 ( ),u t⋅ ，有 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )2,1
, , div ,

,

u t
U t f u t u t

t u tλ

⎛ ⎞∇ ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⋅ − ⋅ = ⋅⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∇ ⋅⎝ ⎠
 (20) 

注意到 ( ) ( )( )d
, ,

d
u t U t f

t
⋅ = ⋅ − ，对式(20)两端在Ω 上

进行积分，得到 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )

( )
( )

( )2

d
, , d

d
1 d

  , , d
2 d

,1
  div , d

,

U t f U t f
t

U t f U t f
t

u t
u t

t u t

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω
λ

⋅ − ⋅ −

= ⋅ − ⋅ −

⎛ ⎞∇ ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜= ⋅⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∇ ⋅⎝ ⎠

∫

∫

∫     (21) 

接下来对式(21)两端在 [ ]0,t 上作时间积分，得到 

( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

由格林公式得

22

2

2 2

2

0

2

0

1 1
, , d

2 2

,1
  div , d d

( ) ,

  ,

,2
  div , , d

( ) ,

      ( )

,2
  , ,

( ) ,

t

s

LL

t

s

t

s

U t f U t f d f f

u s
u s s

s u s

U t f f

u s
u s s

s u s

u s
u s

s u s

Ω Ω

Ω

Ω Ω

Ω
λ

λ

λ

=

=

⋅ − ⋅ − − ⋅

⎛ ⎞∇ ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜= ⋅⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∇ ⋅⎝ ⎠

= ⋅ − −

⎛ ⎞⎛ ⎞∇ ⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜= ⋅ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ∇ ⋅ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ∇ ⋅
= − ∇ ⋅

∇ ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

( ) ( )
0

d

2
  2 , , d d

( )

t

s

s

u s u s s
s Ω

Ω
λ=

⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

= − ⋅ ∇ ⋅∫ ∫

 

移项后即得所证。能量分解定理 3 给出了解u ，残差

图像V 和 f 之间的关系。如果 ( )tλ 满足某种条件，

还有更进一步的结果。 

定理 4  给定带噪图像 f BV∈ ，对于积分微分

方程(18)，如果尺度函数 ( )tλ 增加的足够快使其构 

成阿达玛序列，即
( )
( )

/2
0lim

t

t

t

λ
λ→∞

= ，那么有 

( ) ( )
0

, d , , d df x y u x y s s
Ω Ω

Ω Ω
∞

=∫ ∫ ∫  

证明   残差图像 ( ),V t⋅ 可以写成  ( ),V t f⋅ =  

( ) ( )
/2

0 /2
, d , d

t t

s s t
u s s u s s

= =
− ⋅ − ⋅∫ ∫ ，所以有不等式 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

/2

0

/2

/21 1 1
,

( )
1

  , , d
( )

t

BVBV s

t

BV BVs t

t
V t f

t t t s

u s u s s
s

λ
λ λ λ λ

λ

=

=

⋅ ≤ +

⋅ ⋅ + ⋅

∫

∫
 

因为当 t → ∞时， ( )tλ → ∞，所以上面不等式右边

第 1 项趋于 0；由假设和定理 3，第 2 项和第 3 项也 

趋于 0。这样，得到
( )

( )
1

lim , 0
BVt

V t
tλ→∞

⋅ = 。 

注意到 ( ) ( ), ,
BV BV

u t V t⋅ ≤ ⋅ ，再由定理 2，有

( )
( )

( )
( )

( )
1 1

, d , ,
BV BV

V t u t V t
t tΩ

Ω
λ λ

⋅ = ⋅ ≤ ⋅∫ ，所以

( )lim , d 0
t

V t
Ω

Ω
→∞

⋅ =∫ 。                      证毕 

定理 4 说明随着时间的增加，残差图像的平均

灰度值收敛于零。 

4  数值算法和实验 

在这一节给出积分微分方程式(18)的数值离散

算法和去噪效果。在数值计算方面，首先假定初始

离散图像 f 大小为m m× ，它是连续图像在一致采样

间隔点的采样。采样点为 ( ) ( )0, 0 , , , ( ,u x y u x x= Δ  



454                                         电 子 与 信 息 学 报                                     第 35 卷 

)y yΔ ，其中 , 0, , 1x y m= − 。我们选择空间采样

间隔 xΔ 和 yΔ 为 1x yΔ = Δ = 。为了确保分母不为

零，在式(18)中用 2| |u ε∇ + 来代替 u∇ ，其中 ε 是
一个很小的正数。本文取 0.001ε = ，这样式(18)可
以写成 

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

0

2

, , d ,

, ,1
  , , div

, , 0.001

t
u x y s s f x y

u x y t
u x y t

t u x y tλ

−

⎛ ⎞⎟⎜ ∇ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇ + ⎟⎝ ⎠

∫

 (22) 

( ) ( )
0

, , , , d
t

U x y t u x y s s= ∫ 为式(22)的精确解。令 tΔ  

为时间步长， 1nU + 表示在 ( )1 1nt n t+ = + Δ 时刻的数

值解，有： 1 1n n nU U W+ += + , 1 1 1
, ,

n n n
i j i jW W u+ + +≡ =  

t⋅Δ ，其中 ( )1 1
, ,n n

i ju u i j+ +≡ 为积分微分方程式(22)

在点( ),i j 的数值解。在实际计算方面，用有限差分

法近似计算式(22)右端的微分算子，因此在 1nt + 时刻

式(22)离散为 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1
, ,

1
, ,1

1
1, , , 1

2 2

1, , , 1 ,

1
, 1, , 1

2 2

, 1, , , 1

1
 

2
    

0.001

2
    

0.001

n k
i j i j

k
i j i jn

k k k
i j i j i j

k k k k
i j i j i j i j

k k k
i j i j i j

k k k k
i j i j i j i j
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 (23) 

其中 ( )1 1( )n ntλ λ+ += 为离散尺度参数。本文用雅克比

迭代计算线性方程组式(23)的解。当k → ∞时，雅

克比迭代产生序列 1 1 1k n nW u tω + + +→ ≡ Δ 。实际计

算中，如果 1 2
2|| || 0.01k kω ω+ − ≤ ，则停止迭代。接下

来更新图像U ： 
1 1n n nU U W+ += +            (24) 

第 1 个实验用积分微分方程式(22)来演化标准

的“Lenna”图像。本文选取二次函数 ( ) 20.25t tλ = ×

作为尺度函数，其中时间步长取 1tΔ = 。其它类型

的单调增函数(例如一次函数，三次函数)也可以作为

尺度函数，然而，根据数值实验，二次尺度函数不

仅迭代次数少而且能获得好的去噪效果。图 1 给出

了在 4 种尺度下演化的结果，可以看出对于很小的t

值，方程式(22)的解U 仅仅包含“Lenna”图像的模

糊的轮廓。当 110t = 时，解U 已经与初始带噪图像

f 非常接近了。这说明新的积分微分方程是一种逆尺

度空间方法，随着 t 和 ( )tλ 的增加，越来越多的细节

被加入到解U 中。 

第 2 个实验将标准的 512 512× 的“Lenna”，

“Barbara”，“Fishing Boat”，“Pepper”图像加入

泊松噪声。本文分别用二阶偏微分方程方法[3]，四阶

偏微分方程方法[4]和本文的方法对这4幅图像进行去

噪。在本文的实验中，用信噪比(SNR)来衡量去噪效

果并且时间步长取 0.5tΔ = 。选择适当的停止时间t

使得信噪比达到 大值。在表 1 中给出了 3 种不同

算法对这 4 幅图像去噪的信噪比，可以看出本文算

法获得了 高的信噪比。图 2 给出了 3 种算法对

“Lenna”图像去噪效果的比较，可以看出二阶微分

方程方法产生了块效应，四阶微分方程方法和本文

的方法没有块效应。然而，本文的方法对图像细节

保留得 好，这主要是因为本文算法是一种逆尺度

空间算法，逆尺度空间算法能够更好地保留图像的

细节。为了看清楚这一点，图 3 给出了 3 种算法去

噪后图像的局部放大，可以看出二阶微分方程算法

有明显的块效应，本文算法得到的图像视觉效果

好。 

表 1 3 种算法信噪比的比较(dB) 

原始图像 Lenna Barbara Fishing Boat Pepper

带噪图像 4.13 4.19 4.72 4.38 

二阶方程[3] 12.65 9.96 10.78 13.05

四阶方程[4] 12.84 10.07 10.92 13.11

本文算法 13.35 10.44 11.14 13.65

 

5  结束语 

针对图像中泊松分布的噪声，从经典的 TV 模

型出发，构造了一种新的积分微分方程去噪算法，

给出了数值求解方法。本文方法具有如下特点：(1)

不同于固定尺度的变分去噪算法，本文首先建立具

有一系列尺度参数的多尺度分层图像表示模型，然

后将其连续化(即将时间步长趋于零)就得到了新的

带有尺度函数的积分微分方程。(2)新的积分微分方

程方法是逆尺度空间方法，随着时间的增加，它将

常数图像演化到原始图像，所以应该选取适当的停

止时间以取得好的去噪效果。 

数值实验也证明本文算法比经典的 TV 和四阶

微分方程算法具有更高的信噪比和视觉效果。本文

方法还可以推广到带有乘性噪声[2,11]图像的去噪问

题中，但是如何构造相应的积分微分方程还需要进

一步研究。 
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图 1 用积分微分方程式(22)得到的不同尺度下的图像 

 

图 2 3 种算法去噪效果的比较 

 

图 3 3 种算法局部放大的比较 
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白  键：  男，1979 年生，讲师，研究方向为偏微分方程图像处理. 

冯象初：  男，1962 年生，教授，研究方向为偏微分方程图像处理. 

 


