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环F u u4
2[ ]/( )上的一类常循环码及其 Gray 象 
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摘  要：该文定义了环
2 3

2 2 2 2R F uF u F u F= + + + 到
4

2F 的一个新的 Gray 映射，其中
4 0u = 。证明了R 上长为n

的
2 3(1 )u u u+ + + -循环码的 Gray 象是 2F 上长为 4n 的距离不变的线性循环码。进一步确定了R 上奇长度的该常

循环码的 Gray 象的生成多项式，并得到了一些最优的二元线性循环码。 
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A Class of Constacyclic Codes Over F u u4
2[ ]/( ) and Its Gray Image 

Wang Li-qi    Zhu Shi-xin 
(School of Mathematics, Hefei University of Technology, Hefei 230009, China) 

Abstract: A new Gray map is defined from 2 3
2 2 2 2R F uF u F u F= + + +  to 4

2F  with 4 0u = . It is proved that 

the Gray image of a linear 2 3(1 )u u u+ + + -cyclic code of length n  over R  is a distance-invariant linear cyclic 

code of length 4n  over 2F . Further more, the generator polynomials of the Gray image of this constacyclic code 

for odd length over R  is determined, some optimal binary linear cyclic codes are also obtained. 
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1  引言  

1994 年，文献[1]证明了某些高效的二元非线性

码可以看作 4Z -线性码在 Gray 映射下的二元象，由

此从根本上解决了二元非线性 Preparata 码和

Kerdock 码关于重量计数器具有形式对偶性这一困

扰人们近 30 年的问题。自此，开辟了有限环上纠错

码理论研究的新天地，使其成为纠错码理论研究的

一个新热点。Gray 映射作为连接环上码和域上码的

桥梁，被众多学者加以研究 [2 10]− 。Wolfmann 在文

献[2]中研究了 4Z 上负循环码 Gray 映射性质。文献

[3]通过引入 12kZ + 到 4Z 的保距映射，证明了(1 2 )k+ -
循环码的 Gray 象是二元距离不变的准循环码。随

后，文献[4]将其推广到环 1kp
Z + 。多项式剩余类环的

结构介于有限域和环之间，因其具有良好的性质，

其上的纠错码理论研究也倍受关注。文献[5]中首次

研究了 2 2F uF+ 上常循环码的 Gray 象性质。文献[6]
将 其 推 广 到 环 k kp p

F uF+ 。 文 献 [7] 研 究 了
1k

q q qF uF u F−+ + + 上( 1)uλ− -循环码的 Gray 象

性质。随后，文献[8]研究了 q qF uF+ t
qu F+ + 上

(1 )tu− -循环码的 Gray 象。最近文献[11]研究了
4

2[ ] ( 1)F u u − 上的循环码并由此构造了 DNA 码，文

献 [12] 研 究 了 1
2 2 2m m m

aF uF u F−+ + + 上 形 如
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0 1( uα α+ 1
1)

a
au α−
−+ + -循环码的结构。本文研究

了 2 3
2 2 2 2F uF u F u F+ + + 上 2 3(1 )u u u+ + + -循环

码的 Gray 象，并给出了奇长度该常循环码的 Gray
象生成多项式。在下文中记 2 31 u u uξ = + + + 。 

2  基础知识 

设 R 是有限交换环 2 3
2 2 2 2F uF u F u F+ + + =  

4
2[ ]/( )F u u ，其中 4 0u = 。该环为有限链环，它的所

有理想可表示为 4 3 2{0} u R u R u R uR R= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ 。

有限环R 上长为n 的码是 nR 的一个非空子集，若它

是 nR 的R -子模，则称其为线性码。若对任意码字

0 1 1( , , , )nc c c c C−= ∈ ，仍然有其 λ - 循环移位

( )v c = 1 0 2( , , , )n nc c c Cλ − − ∈ ，其中λ为R 中的单位，

则称C 为λ -循环码。若 1λ = ，则称其为循环码，

并将该循环移位记为 σ 。每个码字 0 1( , , ,c c c=  

1)nc C− ∈ 对应 [ ]/( )nR x x λ+ 中的多项式 0( )c x c=  
1

1 1
n

nc x c x −
−+ + + ，此多项式称为 c 的码字多项

式。这样可以将R 上长为n 的λ -循环码看作多项式

剩余类环 [ ]/( )nR x x λ+ 的理想。码字 c 的 Hamming
重量 ( )HW c 定义为其非零码元的个数，两个码字

,c c ′的 Hamming 距离为 c c ′− 的 Hamming 重量。 
下面的命题证明与有限域上循环码的相应结论

类似，证明省略。 
命题 1  (1) nR 的子集S 是长度为n 的线性循

环码当且仅当其多项式表示是 [ ]/( 1)nR x x + 的一个

理想。(2) nR 的子集S 是长度为n 的线性 ξ -循环码
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当且仅当其多项式表示是 [ ]/( )nR x x ξ+ 的一个理

想。 

3  R上的 Gray 映射及其性质 

对于每一个元素 c R∈ 可以唯一地表示为
2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )c c u c u c u cβ β β β= + + + ，其中 ( )i cβ ∈  

2F 。定义 Gray 映射 4
2: R FΦ → 为 3( ) ( ( ),c cΦ β=  

3 2 3 1 3 2 1 0( ) ( ), ( )+ ( ), ( )+ ( )+ ( )+ ( ))c c c c c c c cβ β β β β β β β+ 。

显然该映射为线性的。 
该 Gray 映射Φ 可以自然地扩展到 nR 上。对任

意的 0 1 1( , , , ) n
nc c c c R−= ∈ ，定义 0( ) ( ( ),i ic cβ β=  

1 1( ), , ( ))i i nc cβ β − , 0 3i≤ ≤ 。则Φ 扩展到 nR 如下： 
4

2

3 3 2 3

1 3 2 1 0

: ,

( ) ( ( ), ( ) ( ), ( )

        ( ), ( ) ( ) ( ) ( ))

n nR F

c c c c c

c c c c c

Φ

Φ β β β β

β β β β β

→

= +

+ + + +

 

显然扩展映射Φ 是 nR 到 4
2

nF 的双射。其中R 中

元素的 Lee 重量分别定义为 3u 为 4; 21 ,u u+ +  
3 3 2 31 ,1 ,1u u u u u+ + + + + 为 3; 2 2, , ,u u u u+  u +  

3,u 2 3 2 3, +u u u u u+ + 为 2; 2 21,1 ,1 ,1+u u u u+ + +  
3u+ 为 1。 nR 中码字的 Lee 重量为其码元的 Lee 重

量之和，两个码字 ,c c ′ 的 Lee 距离为 c c ′− 的 Lee
重量。由 Gray 映射的定义我们可以得到其下面的性

质。 
命题 2  Gray 映射Φ 是( nR , Lee 距离)到( 4

2
nF , 

Hamming 距离)的保距映射。 
下面我们研究奇数长度的 ξ -循环码的一些性

质。 
假设n 为奇数，k 是一个正整数。若 4 1n k= − ，

我们设 α ξ= 。若 4 1n k= + ，则设 1 uα = + 。注

意到 1n uα = + 且(1 ) 1u ξ+ ⋅ = 。 
设μ是如下映射 
: [ ]/( 1) [ ]/( ),  ( ( )) ( )n nR x x R x x c x c xμ ξ μ α+ → + =  
命题 3  设α如上，则μ是 [ ] ( 1)nR x x + 到 [ ]/R x  

( )nx ξ+ 的环同构映射。 
由此我们可以立即得到下面的推论。 
推论 1  设 I 是 [ ]/( 1)nR x x + 的子集，J 是 [ ]/R x  

( )nx ξ+ 的子集，n 为奇数，并满足 ( )J Iμ= ，则 I
是 [ ]/( 1)nR x x + 的理想当且仅当J 是 [ ]/( )nR x x ξ+ 的

理想。 
推论 2  设n 为奇数，μ是 nR 上的一个置换，

即 1
0 1 1 0 1 1( , , , ) ( , , , , , )i n

n i nc c c c c c cμ α α α −
− −= 。设

D 是 nR 的一个子集，则D 是线性循环码当且仅当

( )Dμ 为线性 ξ -循环码。 

命题 4  设v 是 nR 上的 ξ -循环移位且σ 是 4
2

nF

上的循环移位。设Φ 是 nR 到 4
2

nF 的 Gray 映射，则

vΦ σΦ= 。 

证 明   设 0 1 1 0( , , , ) , ( )n
n i ic c c c R c cβ−= ∈ =  

2 3
1 2 3( ) ( ) ( )i i iu c u c u cβ β β+ + + ，其中 2( ) ,j ic Fβ ∈  0 ≤  

1, 0 3i n j≤ − ≤ ≤ 。由 Gray 映射的定义有 

3 0 3 1 3 1 3 0 2 0

3 1 2 1 3 0 1 0

3 1 1 1 3 0 2 0 1 0

0 0 3 1 2 1 1 1

0 1

( ) ( ( ), ( ), , ( ), ( ) ( ), ,

         ( ) ( ), ( ) ( ), ,

        ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

        ( ), , ( ) ( ) ( )

       ( ))

n

n n

n n

n n n

n

c c c c c c

c c c c

c c c c c

c c c c

c

Φ β β β β β

β β β β

β β β β β

β β β β

β

−

− −

− −

− − −

−

= +

+ +

+ + +

+ + +

+

 

从而 

3 1 2 1 1 1 0 1

3 0 3 1 3 1 3 0 2 0

3 1 2 1 3 0 1 0

3 1 1 1 3 0 2 0 1 0

0

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ),

         ( ), ( ), , ( ), ( ) ( ), ,

          ( ) ( ), ( ) ( ), ,

         ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

         (

n n n n

n

n n

n n

c c c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

c

σΦ β β β β

β β β β β

β β β β

β β β β β

β

− − − −

−

− −

− −

= + + +

+

+ +

+ + +

+ 0 3 2 2 2 1 2

0 2

), , ( ) ( ) ( )

        ( ))

n n n

n

c c c

c

β β β

β
− − −

−

+ +

+

 

另一方面， 1 0 2( ) ( , , , )n nv c c c cξ − −= ，从而根据 Gray
映射的定义有 

3 1 2 1 1 1 0 1

3 0 3 1 3 1 3 0 2 0

3 1 2 1 3 0 1 0

3 1 1 1 3 0 2 0 1 0

( ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ),

            ( ), ( ), , ( ), ( ) ( ),

           , ( ) ( ), ( ) ( ), ,

           ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

     

n n n n

n

n n

n n

v c c c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

Φ β β β β

β β β β β

β β β β

β β β β β

− − − −

−

− −

− −

= + + +

+

+ +

+ + +

0 0 3 2 2 2 1 2

0 2

     ( ), , ( ) ( ) ( )

          ( ))

n n n

n

c c c c

c

β β β β

β
− − −

−

+ + +

+

 

因此， vΦ σΦ= 。 
定理 1  R 上长为n 的线性码C 是 ξ -循环码当

且仅当 ( )CΦ 是 2F 上长为 4n 的循环码。 
证明  若C 是R 上长为n 的 ξ -循环码，由命题

4，我们有 ( ( )) ( ( )) ( )C v C Cσ Φ Φ Φ= = 。因此， ( )CΦ 是

2F 上长为 4n 的循环码。反之，若 ( )CΦ 是 2F 上长为

4n 的循环码，由命题 4，可得 ( ( )) ( ( ))v C CΦ σ Φ=  
( )CΦ= 。注意到Φ 是单射，故有 ( )v C C= 。 
我们立即可以得到下面的推论： 

推论 3  R 上长为n 的 ξ -循环码在 Gray 映射

Φ 下的象是 2F 上长为 4n 的距离不变的线性循环码。 
下面我们介绍 4

2
nF 上一个特殊的置换。 

对于奇数 4 1, 4 1n k k= − + ，设S 是集合 
{0 2 3

1 1 2 1 3 1

2 2 2 2 3 2

1 2 1 3 1 4 1}

n n n

n n n

n n n

n n n n

+ + +

+ + +

− − − −

 

注意到这是一个n 行4列的数组。我们定义置换ϕ如

下： 
若 4 1n k= + ，置换 ϕ 在行 4 2, 4 3, 4j j j+ +  
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4( 0,1, , 1)j k+ = − 上分别为 1,2,3-循环移位。 
若 4 1n k= − ，置换 ϕ 在行 4 2, 4 3, 4j j j+ +  

4( 0,1, , 1)j k+ = − 上分别为 3,2,1-循环移位。其中

i -循环移位是对行 ( , ,2 , 3 )s n s n s n s+ + + 作 i -循环

移位。 
由该置换可以得到 4

2
nF 上向量的一个置换 π ，

即若 0 1 4 1( , , , )nc c c c −= ，我们有 (0) (1)( ) ( , ,c c cϕ ϕπ =  

(4 1), )ncϕ − 。 
命题 5  假设n 为奇数， , ,α μ μ的定义如上，则

有Φμ πΦ= 。 
证明   设 0 1 1( , , , ) n

nc c c c R−= ∈ ，且 ( )cΦ =  

0 1 1 4 1( , , , , , , )n n ns s s s s− − 。由 0 1 1 0( , , , ) ( ,nc c c cμ − =   
1

1 1, , , , )i n
i nc c cα α α −

− ， 我 们 记 0 1( ( )) ( , ,c t tΦ μ =  

1 4 1, , , , )n n nt t t− − 。 
若 4 1n k= + ，易知对于 0 1j k≤ ≤ − ，我们有 

4 1 3 4 1 4 1 4 1 2 4 1

4 1 3 4 1 2 4 1

4 2 2 4 2 4 2 3 4 2 2 4 2

4 2 3 4 2 4 2

4 3 4 3 4 3 2 4 3 2 4 3

3 4 3 3 4 3

, ,

     ,

, ,

     ,

, ,

     ,

j n j n j j n j

n j n j n j

j n j n j n j n j

j n j n j

j n j n j n j n j

n j n j

t s t s t

s t s

t s t s t

s t s

t s t s t

s t s

+ + + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + + +

+ + + +

= =

= =

= =

= =

= =

= = 4 3j+

 

若 4 1n k= − ，易知对于 0 1j k≤ ≤ − ，我们有 
4 1 4 1 4 1 2 4 1 2 4 1

3 4 1 3 4 1 4 1

4 2 2 4 2 4 2 3 4 2 2 4 2

4 2 3 4 2 4 2

4 3 3 4 3 4 3 4 3 2 4 3

4 3 3 4 3 2

, ,

     , ;

, ,

     , ;

, ,

     ,

j n j n j n j n j

n j n j j

j n j n j n j n j

j n j n j

j n j n j j n j

n j n j

t s t s t

s t s

t s t s t

s t s

t s t s t

s t s

+ + + + + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + + +

+ + + + +

+ + + + + + + +

+ + + +

= =

= =

= =

= =

= =

= = 4 3.n j+ +

 

因此Φμ πΦ= 。 
推论 4  设π 为定义的如上置换，若n 为奇数，

Γ 是R 上线性循环码的 Gray 象，则 ( )π Γ 为循环码。 
证明  设 ( )DΓ Φ= ，其中D 为R 上的线性循环

码，由命题 5 知( )( ) ( )( ) ( )D DΦμ πΦ π Γ= = 。由推论

2 知 ( )Dμ 是线性 ξ -循环码C ，从而( )( ) ( )D CΦμ Φ= ，

又由定理 2 知 ( )CΦ 为二元线性循环码，从而得证。 
下面回顾一下码等价的定义：设Γ 和Δ分别为

2F 上长为n 的码，ω是关于{ }0,1, , 1n − 的置换，

若 ( )Δ ϖ Γ= ，则称 Γ 和 Δ 等价，其中 0 1( , ,c cϖ  

1, )nc − ( ) ( ) ( )0 1 1( , , , )nc c cω ω ω −= 。 
由前面的结果立即可以得到下面的推论： 
推论 5  R 上奇数长度的线性循环码的Gray象

等价于一个线性循环码。 

4  R上ξ -循环码 Gray 象的结构 

文献[13]给出了环 1k
p p pF uF u F−+ + + 上循环

码的结构，类似地我们有如下定理。 

定理 2  设C 是R 上长为n 的循环码，则存在

唯一的两两互素的首一多项式 , , , ,f g h k l ，使得C =  
( ,fhkl 2 3, , )ufgkl u fghl u fghk ，其中 1nx fghkl+ = 且

4 deg( ) 3 deg( ) 2 deg( ) deg( )| | 2 g h k lC + + += 。 
由上面的同构映射μ，可得： 
定理 3 若C 是R 上长为n 的 ξ -循环码，则存在

唯一的两两互素的首一多项式 , 0 4if i≤ ≤ ，使得 
2 3

1 2 3 4( , , , )C f u f u f u f= ，其中
4

0
,n

i ii
x f fξ

=
+ = =∏  

( )/n
ix fξ+ 且 1 2 3 44 deg( ) 3deg( ) 2 deg( ) deg( )| | 2 f f f fC + + += 。 

由上面的 Gray 映射的定义，对任意的 ( )c x =  
1

0 1 1+ + + [ ]n
nc c x c x R x−
− ∈ ，记

1

0
( )= ( ) ,

n j
i i jj

g x c xβ
−

=∑  

0 3i≤ ≤ 。则 
2

3 3 2 3

3
1 3 2 1 0

( ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ( )

           ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

n n
P

n

c x g x x g x g x x g x

g x x g x g x g x g x

Φ = + + +

+ + + + +
 

是 [ ]R x 到 2[ ]F x 的多项式 Gray 映射，我们仍将其记

为Φ。 
对于任意的 0 1 1( , , , ) n

nc c c c R−= ∈ ，记 ( )i cβ =  

0( ( ),i cβ 1 1( ), , ( )), 0 3i i nc c iβ β − ≤ ≤ ，称 0( )c cβ= 为 
c 的模u 约化。类似地，若

0
( ) [ ]

m i
ii

c x c x R x
=

= ∈∑ ，

则称 20
( ) [ ]

m i
ii

c x c x F x
=

= ∈∑ 为 ( )c x 的模u 约化。显

然有 ( ) ( )c x c xξ= 。 

定理 4  设C 是R 上长为 n 的 ξ -循环码，且 
2 3

1 2 3 4( , , , )C f u f u f u f= ，其中
4

0
, =n

i ii
x f fξ

=
+ =∏  

( )/n
ix fξ+ , if 为两两互素的首一多项式，则其 Gray

象 ( )CΦ 是 2F 上长为 4n 的线性循环码，且有 ( )CΦ  
4 2 3
0 2 3 4( )f f f f= 。 
证明  由定理 1 知 ( )CΦ 是 2F 上长为 4n 的线性

循环码。下面证明
4 2 3
0 2 3 4( ) ( )C f f f fΦ = 。 

由 2 3
1 2 3 4( , , , )C f u f u f u f= 知，对于任意码字

( )A x ∈ C 存在 ( ), ( ), ( ), ( ) [ ]/( )na x b x c x d x R x x ξ∈ + 使

得 2 3
1 2 3 4 0 1( )A x a f ubf u cf u d f X uX= + + + = + +  

2 3
2 3u X u X+ ，其中 2[ ]iX F x∈ 且 0 1X af= 。由多项

式 Gray 映射，则有 
2

3 3 2 3 1

3 3
3 2 1 0 3

2 2
2 1

2
0 0

2
3 2

2
1 0

( ( )) ( ) ( )

           ( ) (1 )

            (1 ) (1 )

            (1 )(1 )

          (1 )( (1 ) (1 )

            (

n n

n n

n n n n

n n n

n n n n

n

A x X x X X x X X

x X X X X X x

X x x X x x

X x x x X

x X x X x x

X x X

Φ = + + + +

+ + + + = +

+ + + +

+ + + + +

= + + + +

+ + 2
0

1

1 ))

          ( )

n nx x X

f e x

+ + +

=

 

其中 2( ) [ ]e x F x∈ 。故 1( ) ( )C fΦ ⊆ 。若取 ( ) ( )s x CΦ∈ ，

存在 4
2( ) [ ]/( 1)nt x F x x∈ + 使得 1( ) ( )s x t x f= 。因此
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2 2
1( ) ( ) ( ) (1 ) ( ( ))n n nx s x f x t x x x ut xΦ= + = ，故有 ( )ut x  

C∈ 。从而存在 1 1 1( ), ( ), ( ),M x N x L x  1( ) [ ]/( nK x R x x∈  

)ξ+ 使 得 2
1 1 1 2 1 3( ) ( ) ( ) ( )ut x M x f uN x f u L x f= + + +  

3
1 4( )u K x f ， 即 存 在 2( ) [ ]H x F x∈ 使 得 ( )t x = 

0 3 4 ( )f f f H x ，则可得
2 2 2
0 2 3 4( ) ( )s x f f f f H x= 。故 ( )CΦ  

2 2 2
0 2 3 4( )f f f f⊆ 。再取 ( ) ( )m x CΦ∈ ，存在 2( ) [ ]n x F x∈  

4/( 1)nx + 使 得 2 2 2
0 2 3 4( ) ( )m x n x f f f f= 。 从 而 有

2 2 2
1 2 ( ) ( ) (1 ) ( ( ))n n nx f f m x n x x x u n xΦ= + =  ，即有

2 ( )u n x C∈ 。从而存在 2 2 2 2( ), ( ), ( ), ( )M x N x L x K x ∈  

[ ]/( )nR x x ξ+ 使 得 2
2 1 2 2( ) ( ) ( )u n x M x f uN x f= +  

2 3
2 3 2 4( ) ( )u L x f u K x f+ + ，即存在 2( ) [ ]I x F x∈ 使得

0 4( ) ( )n x f f I x= ，则可得
3 2 3
0 2 3 4( ) ( )m x f f f f I x= 。故

3 2 3
0 2 3 4( ) ( )C f f f fΦ ⊆ 。同理，取 ( ) ( )r x CΦ∈ ，存在

4
2( ) [ ]/( 1)nq x F x x∈ + 使得

3 2 3
0 2 3 4( ) ( )r x q x f f f f= 。故

3 2 3 3
1 2 3 ( ) ( )(1 ) ( ( ))nf f f r x q x x u q xΦ= + = ，即有 3 ( )u q x  

C∈ 。从而存在 3 3 3 3( ), ( ), ( ), ( ) [ ]/M x N x L x K x R x∈  

( )nx ξ+ 使得 3 2
3 1 3 2 3 3( )= ( ) + ( ) + ( )u q x M x f uN x f u L x f  

3
3 4( )u K x f+ ，即存在 2( ) [ ]J x F x∈ 使得 0( ) ( )q x f J x= ，

则可得
4 2 3
0 2 3 4( ) ( )r x f f f f J x= 。故

4 2 3
0 2 3 4( ) ( )C f f f fΦ ⊆ 。

比较码字个数可得
4 2 3
0 2 3 4( ) ( )C f f f fΦ = 。 

下面我们举例来阐明上述结论。 

例 1  设 7n = ，在 [ ]R x 中， 7 1 ( 1)x x+ = +  
3 3 2( 1)( 1)x x x x⋅ + + + + 。应用上述同构有 

7 3 3 2 3 3 2( )( )( )x x x x x xξ ξ ξ ξ ξ ξ+ = + + + + +  

设C 是R 上长为n 的 ξ -循环码，由定理 4 可以

得到表 1 所示的二元最优码。 
例 2  设 9n = ，在 [ ]R x 中， 9 1 ( 1)x x+ = +  

2 6 3( 1)( 1)x x x x⋅ + + + + 。应用上述同构有 
9 2 2 6 3 3 2( )( )( )x x x x x xξ ξ ξ ξ ξ ξ+ = + + + + +  

设C 是R 上长为n 的 ξ -循环码，则 
(1)取 2 2 6 3 3

0 1 2, , +f x f x x f x xξ ξ ξ ξ= + = + + =  
2ξ+ ，则 4 6 3( ) (( 1) ( 1))C x x xΦ = + + + ，其为[36,26,4]

线性循环码，亦为最优码。 
(2)取 2 2 6 3 3 2

1 2 4, ,f x x f x x fξ ξ ξ ξ= + + = + + =  
x ξ+ ，则 3 6 3( ) (( 1) ( 1))C x x xΦ = + + + ，其为 [36, 
27,4]线性循环码，亦为最优码。 

5  结束语 

本文研究了 2 3
2 2 2 2F uF u F u F+ + + 上 (1 u+ +  

2 3)u u+ -循环码的 Gray 映射及其性质，并给出了

奇长度该常循环码的 Gray 象生成多项式。对于更为

一般的多项式剩余类环上的常循环码情况值得进一

步研究。 

表 1 二元最优码 

0f  1f  2f  3f 4f  ( )CΦ 的生成多项式 Gray 象 
3x ξ+  3 2x xξ ξ+ + 3 3 2x xξ ξ+ + 1 1 4 3 2( 1) ( 1)x x x+ + +  [28,21,4] 
3x ξ+  3 3 2x xξ ξ+ + 3 2x xξ ξ+ +  1 1 4 3( 1) ( 1)x x x+ + +  [28,21,4] 

1 3 2x xξ ξ+ + 3 3 2x xξ ξ+ + 1 3x ξ+  3 2 3( 1)( 1)x x x+ + +  [28,22,4] 

1 3 3 2x xξ ξ+ + 3 2x xξ ξ+ +  1 3x ξ+  3 3( 1)( 1)x x x+ + +  [28,22,4] 
3x ξ+  1 3 2x xξ ξ+ +  1 3 3 2x xξ ξ+ +  4 3 3 2 3( 1) ( 1)( 1)x x x x x+ + + + +  [28,12,8] 
3x ξ+  1 3 3 2x xξ ξ+ + 1 3 2x xξ ξ+ +  4 3 2 3 3( 1) ( 1)( 1)x x x x x+ + + + +  [28,12,8] 

3 2x xξ ξ+ +  1 3x ξ+  1 3 3 2x xξ ξ+ +  3 4 3 2 3( 1) ( 1)( 1)x x x x x+ + + + +  [28,6,12] 
3 3 2x xξ ξ+ +  1 3x ξ+  1 3 2x xξ ξ+ +  3 2 4 3 3( 1) ( 1)( 1)x x x x x+ + + + +  [28,6,12] 
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