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基于非局部双边随机投影低秩逼近图像去噪算法 
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摘  要：该文提出一种基于非局部双边随机投影的低秩逼近图像去噪新方法。首先，对每个图像块通过非局部搜索

寻找相似匹配块簇，然后对相似匹配块簇进行双边随机投影，用投影后的低秩结构恢复原图像。实验结果表明，所

提方法比奇异值分解方法有较低的计算复杂度，比单边随机投影方法有较小的重构误差。特别是和3维块匹配方法

相比，所提方法能保持相近的信噪比和较好的视觉质量。  
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Abstract: A novel image denoising method is proposed by using non-local approximation of low-rank based on 

random projection. The cluster of similar patch for each pixel point is found by using methods of non-local 

searching, and then compute low-rank approximation of matrix corresponding to the cluster of similar patches 

using two-side random projection. Finally, the image noise is suppressed by using the Low rank structure. Results 

show that the proposed method have the low computation cost. Comparing with one-side random projection 

method, the proposed algorithm ensure lower reconstruction error, and comparing with the Block Method of 

3-Dimension (BM3D) method, proposed method have appealing visual quality of images. 
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1  引言  

噪声是影响图像质量和视觉效果主要的原因之

一。噪声把原图像中许多重要的细节信息掩盖，严

重干扰了对图像所做的一些后续的高级处理，如图

像恢复[1,2]、图像配准[3] 、图像分割[4]等。已有的图

像去噪方法可分为局部与非局部方法两大类[5]：局部

方法主要是通过对带噪图像局部邻域的光滑逼近来

压制噪声，如中值滤波[6]，高斯滤波[7]，维纳滤波[8]

等。在噪声强度比较大的情况下，局部方法难以对

原图像做出较准确的估计，很难达到理想的去噪效

果。传统的非局部方法[9]认为图像包含自相似的结

构，因此，在适当的相似性度量下，利用图像块在

全图范围内冗余信息可以有效地去除噪声。在文献
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[10]提出了非局部平均(Non-Local Means, NLM)去
噪算法，通过对这些自相似结构块做加权平均来估

计参考块的中心点，从而降低噪声(零均值的高斯白

噪声)，尽管NLM取得了很好的去噪效果，但对原图

像的结构信息保护仍不够。文献[11]根据图像块之间

的相似性提出了 3维块匹配 (Block Method of 
3-Dimension, BM3D)算法。该方法不仅有较高的信

噪比，而且视觉效果也很好，但是时间复杂度相对

较高。 
对于自然图像，每个相似块具有相似的数据结

构。若将相似匹配块簇中每个图像块转化为列向量

组成新的观测数据矩阵，则该矩阵可由低秩矩阵来

逼近。进一步，可以利用低秩矩阵来恢复原图像， 达
到降噪的目的。这类方法称为低秩逼近方法(Low- 
Rank Method, LRM)。解决数据矩阵低秩逼近问题

一般采用的方法是对数据矩阵作奇异值分解

(SVD)。虽然奇异值分解能够达到最小的重构误差， 
但是对高维数据却具有相对高的计算代价。为此，
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文献[12,13]提出了一种基于高斯随机下采样的单边

随机投影算法来替代SVD分解。文献[12]中的实验表

明这种随机投影算法比SVD方法更鲁棒，比一般的

随机方法对随机性不敏感，得到的数据更稳定更精

确。 
本文在文献[12]的基础上，提出一种基于双边下

采样傅里叶变换投影的低秩逼近图像去噪算法。该

算法改变高斯随机下采样投影，采用下采样随机傅

里叶变换投影[14]，达到对原数据更高的重构精度。

本文创新点如下：(1)对相似图像块簇进行双边随机

投影低秩逼近，降低了对原数据的重构误差。(2)采
用图像块簇的估计方法改变传统的点估计方法，即

用投影后的低秩结构数据替代整个相似匹配块簇。

实验结果表明， 所提算法能有效地逼近奇异值分解

的最小重构误差，降低计算复杂度。与 NLM 方法

相比，在去除噪声的同时较好地保留了原图像的结

构信息；与单边随机投影低秩逼近方法相比，保证

了较低的重构误差；和 BM3D 方法相比，所提方法

能保持较好的视觉质量。 

2  相似图像块簇低秩逼近方法 

2.1 奇异值分解的低秩逼近方法 
假设含噪的相似匹配块簇矩阵为 = +nA A N ，

其中A为原图像对应的相似匹配块簇矩阵，N 为噪

声矩阵。由奇异值分解理论知存在矩阵U 和矩阵

V ，使得 = T
nA U VΣ ，其中 1 2, , , lλ λ λ 为矩阵 nA 的

奇异值， 1 2diag( , , , )lλ λ λ=Σ 。Frobenius 范数意

义下矩阵最佳逼近定理表明可通过奇异值阈值的方

法得到最佳低秩逼近。例如，保留前 k 个大的奇异

值， 将其它奇异值置为 0， 再利用奇异值分解的

逆过程得到矩阵 nA ，那么矩阵 nA 是 nA 的最佳秩k

逼近矩阵。对图像相似匹配块簇而言 nA 相对于 nA ，

其噪声已被大大减少。根据以上原理，对 p 点的相

似匹配块簇的低秩逼近可通过如下的奇异值分解方

法得到 
≈ T( ( )) [ ]n p pμG A p U S VΣ          (1) 

其中 ( )nA p 指的是基于相似度评价函数下搜索到的

p 点相似邻域块簇所组成的数据矩阵， , ,p pU VΣ 分

别是 ( )nA p 奇异值分解的左特征矩阵、特征值矩阵、

右特征矩阵， [ ]μS Σ 为特征值矩阵Σ在阈值 μ下的

矩阵，μ为阈值。 

尽管奇异值分解的低秩逼近能达到对原数据的

最小的重构误差，但是对于高维数据这一方法计算

和存储复杂度高，为克服这一缺点，可利用随机投

影低秩逼近方法来近似和加速奇异值分解低秩逼近

方法。 

2.2 高斯随机投影的低秩逼近方法 
首先产生一个服从标准高斯分布的投影矩阵

(或称为采样矩阵) ×∈ n kRΩ , Ω中的每一个元素都

是由均值为 0，方差为 1 的独立同分布的高斯随机

变量生成。然后利用矩阵 Ω 对相似匹配块簇
×∈ m nRA 进行投影变换， 用变换后的数据矩阵重构

原相似匹配块簇。表 1 给出了高斯随机投影的低秩

逼近方法[12] 。 

表 1 高斯随机投影的低秩逼近方法 

算法 1   

输入相似匹配块簇A，正整数 k   

(1)产生 ×n k 高斯随机投影阵Ω ； 

(2)从矩阵A中构造矩阵 =Y AΩ ；  

(3)正交化矩阵 Y，得到正交矩阵Q ； 

输出相似匹配块簇A低秩逼近矩阵 = *B QQ A  
 
2.3 下采样随机傅里叶变换投影低秩逼近方法 

算法 1 中，采用了高斯随机采样， 本文对算法

进行改进采用一种结构化的下采样随机傅里叶变

换。下采样随机傅里叶变换投影矩阵 ×∈1
n lRΩ 定义

如下： 

1 /  n l= DFRΩ             (2) 

其中D 是n 阶对角阵，其元素是均匀分布在复单位

圆中的独立随机变量，F 是n 阶单位离散傅里叶变

换矩阵，其元素取值为 − − − −= 1/2 2 ( 1)( 1/ )i p q n
pqf n e π , R

是服从正态分布的 ×n l 随机矩阵。 
理想的投影矩阵应该在满足不相关的前提下具

有某种数据特征结构[15]。 采用高斯随机采样方法，

保证了大概率意义下保证采样数据的不相关，但没

有保持原数据的特征(稀疏、低秩、几何等)结构，

重建原数据过程复杂。下采样的傅里叶变换方法，

当信号在时域或频域上稀疏时能保证不相关，同时

采样后的数据保持了原数据部分特征结构，算法可

快速实现，减小了计算误差。进一步从滤波的角度

来说当用随机高斯时等价于对A在空域组合后下采

样。当用傅里叶阵时等价于在频域组合后下采样，

因此是频域滤波的一种形式。从信息损失的观点来

看，后者损失小于前者。从去噪的观点来看，频域

滤波也比空域组合要好。下一节将给出具体的误差

分析。 
基于下采样随机傅里叶变换投影的低秩逼近方

法如表 2 所示。 
2.4 高斯随机投影与下采样随机傅里叶变换投影重

构误差分析 
我们知道，从已知的观测数据矩阵中，用奇异 
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表 2 基于下采样随机傅里叶变换投影的低秩逼近方法 

算法 2    

输入相似匹配块簇
×∈ m nRA ，正整数 l  

(1)产生 ×n n 对角阵 D , ×n n 单位离散傅里叶变换矩阵

×, n lF 正态随机矩阵R 随机矩阵构造式(2)定义的下采样

随机傅里叶变换投影矩阵 1Ω ；  

(2)从矩阵 A 中构造矩阵 = 1Y AΩ ；    

(3)正交化矩阵 Y，得到正交矩阵 Q；  

输出相似匹配块簇 A 低秩逼近矩阵
*=B QQ A  

 
值分解低秩逼近方法来重构一个具有秩为 k 的原数

据矩阵时，能够达到最小的重构误差。假设原数据

矩阵为 ×∈ m nRA ，用奇异值分解方法得到的A的重

构数据矩阵为B ，则重构误差可表示为 

1
rank( )

min k
k

σ +
≤

− =
B

A B            (3) 

其中 +1kσ 表示A的第 +1k 个特征值。    
式(3)表明用秩为 k 的数据矩阵B 来逼近原数

据矩阵A时， 得到的最小重构误差为 +1kσ 。为比较

下采样的随机傅里叶变换采样与高斯随机采样的差

别， 首先产生一个 × +( )n k p 高斯随机矩阵 1Ω 和一

个 ×n l 下采样随机傅里叶变换矩阵 2Ω ，其中 =l  
+(k lg( )) lg( )n k [11]，然后从观测数据中构造样本矩

阵 =1 1Y AΩ , =2 2Y AΩ ，对 1Y , 2Y 进行正交化处理后

得到正交阵 1Q , 2Q ，于是得到两种随机投影重构误

差的近似期望[11] 

+

⎡ ⎤+⎢ ⎥− ≤ +⎢ ⎥−⎣ ⎦

*
1 1 1

4
( ) 1

1 kF

k p
E n

p
σI QQ A    (4) 

其中 p 为一个松弛系数。 

+
⎡ ⎤− ≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦

*
2 2 1( ) 1 3 / kF

E n l σI Q Q A         (5) 

式(4)和式(5)表明两种投影方法的上界都和

+1kσ 同阶，但 +1kσ 前的系数不同。为便于进一步比

较两种投影逼近最小重构误差的精度，我们取

= − = + −( lg( )) lg( )p l k k n k k 即 + =k p l 。可以看

出式(4)，式(5)右端 +1kσ 的系数为一个关于数据规模

,n k 的函数，分别为  
+

= +
−1

4
( , ) 1

1

k p
f n k n

p
         (6) 

= +2( , ) 1 3 /f n k n l              (7) 

其中 = +( lg( )) lg( )l k n k 。由于 

( )4 ( 1) 4

3 / 3 / ( 1)

4
                            1

3( 1)

k p p n k p n

n l n l p

l
l k

⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥⎣ ⎦ =
−

= >
− −

 

所以 >1 2( , ) ( , )f n k f n k 。 
图 1 给出了高斯随机采样与下采样随机傅里叶

变换采样在 = 4,20k 时，不同n , 1( , )f n k 和 2( , )f n k 的

函数值。在取其它不同k 的情况与图 1 相同。从图

可以明显看出在投影阵维数相同的情况下， 1( , )f n k

的函数值比 2( , )f n k 的函数值大，这说明下采样随机

傅里叶变换比应用高斯随机采样更能精确逼近最小

重构误差。                                 

3  图像去噪算法与算法分析 

3.1 双边随机投影算法 
算法 1 与算法 2 所列随机投影低秩逼近算法都

是通过产生右投影阵来近似原相似匹配块簇，但是

这种随机投影下对原数据的重构误差相对较大(见
图 2)。为进一步逼近最小重构误差，本文提出一种

将左投影与右投影结合对观测数据进行双边投影重

构原数据的随机算法，称为相似匹配块簇的双边随

机投影低秩逼近方法(表 3)。由实验数据(图 2)显示，

采用双边随机投影后的观测数据来重构原数据能够

达到比单边随机投影较小的重构误差。图 2 是观测

图像“house”, “barbara”在不同噪声水平下对使用

单边投影与双边投影后重构误差。对其它测试图像

进行实验情形与图 2 相同。 

表 3 相似匹配块簇的双边随机投影低秩逼近方法 

算法 3  

输入相似匹配块簇
×∈ m nRA ，正整数 l 

(1)分别产生 × ×, n l m l 下采样傅里叶随机矩阵
1 2, Ω Ω ； 

(2)从相似匹配块簇矩阵中构造矩阵
1

1 2,= =Y A YΩ 2*A Ω ；  

(3)正交化矩阵 1 2, Y Y 得到正交矩阵 1 2, Q Q ；    

输出相似匹配块簇 A 低秩逼近矩阵 = * *

1 1 2 2B QQ AQ Q   
 

 
图 1 1 2( , ), ( , )f n k f n k 函数值对比                    图 2 单边投影与双边投影重构误差对比 
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3.2 图像去噪算法 
本文算法采用基于像素值的相似度评价函数ψ

在搜索区域内搜索相似匹配块，其中 

= −∏ 0
2

0( , ) exp( ( ) ( ))s sk
k

j

s s F j F j
ρ ρψ      (8) 

其中 0s 表示被估计像素点， ks 表示 0s 点相似匹配块

的中心点， 0( ), ( )s skF j F jρ ρ
分别表示 ks , 0s 的邻域块

0
,

ks sρ ρ 中第 j 个像素点的像素值。 
结合算法 2 和算法 3 给出非局部双边随机投影

低秩逼近的图像去噪算法如表 4 所示。 

表 4 非局部双边随机投影低秩逼近的图像去噪算法 

算法 4 

输入：观测图像 F，总的迭代次数 C， 初始估计图像 = 0F ，

图像块重叠次数矩阵 =Num 0 投影阵维数 k；整个算法

迭代 C 次，若迭代次数小于 C 次转到(1)，否则转到(4)。 

(1)搜索像素点 p 的相似块，形成点 p 的相似匹配块簇矩阵

( )pA 。 

(2)对矩阵 ( )pA 实行双边随机投影低秩逼近： 

      (2.1)根据式(2)产生随机投影阵
1 2,Ω Ω ；      

      (2.2)计算 = =1 * 2

1 2( ) , ( )p pA A A AΩ Ω ；  

      (2.3)正交化 1 2,A A 得正交投影阵 1 2,Q Q ； 

      (2.4) * *

1 1 2 2 ;( ) ( )p ' p= ≈A U V QQ A Q QΣ 其中 ,U V 分别表示

( )pA 的左奇异矩阵和右奇异矩阵，Σ 表示 ( )pA 的奇异

值矩阵。  

(3)用随机投影重构的数据矩阵
* *

1 1 2 2( )pQQ A Q Q 替代(1)中观测

图像像素点 p 相似匹配块簇 ( )pA 若观测图像中每个像素点 p

处理完毕，转到(4)，否则转到(1)。  

(4) * *

1 1 2 2= + ( ) + ( )+1 
p p

p p=∑ ∑F F QQ A Q Q Num Num Num 。 

(5)输出：去噪图像 =
1

F F
Num

。   

 

假设观测图像包括N 个像素点，每个像素点搜

索到α个大小为 ×n n 的相似匹配块，本文算法涉及

到的随机投影阵的维数设为 k ，整个算法迭代次数

为C ，那么通过奇异值分解低秩逼近算法总的计算

时间复杂度为 2 3( )O CN nα ，非局部双边随机投影低

秩逼近算法总的计算复杂度为 3( )O CN kα 。明显可以

看出，本文低秩逼近算法的计算复杂度低于奇异值

分解低秩逼近方法计算复杂度。 
k 的选择实际上确定了正则化的强度，当 k 小

时，正则化强度大，结果更光滑，但离数据的误差

也增大。本文对k 的估计采用学习的方法(图 3)分别

选取不同大小、不同类型的图像作为训练样本，选

择能够使得归一化均方误差(NMSE)最小的投影阵

维数 ik 作为投影阵维数k 的估计值。最后将k 应用

于标准测试图来分析本文算法去噪性能。根据文献

[16]对视频图像处理表明，当左右投影阵维数相等

时，即 =1 2k k 时，能够达到该投影下的最小重构误

差。因此从误差角度令 = =1 2k k k 。图 3 分别给出

了训练图像在各种噪声水平下选取不同 k ，应用本

文算法去噪后的归一化均方误差。可以看出对于尺

寸为 512×512 图像，选取 = 17k 时能够达到最佳的

去噪效果，对于尺寸为 256×256 图像选取 = 16k 时

能够达到最佳的去噪效果。在后面的实验中，

512×512 测试图像我们取 = 17k , 256×256 测试图

像取 = 16k 。 

4  实验结果 

本文算法实际去噪性能验证将分别在标准测图

“barbara”, “lena”, “house”, “cameraman”上进行，

其中图像 “barbara”, “lena”的大小为 512×512, 
“house”,“cameraman”的大小为 256×256。实验主

要包括本文算法采用单边随机投影和双边随机投影

的图像重构误差对比；采用高斯随机采样和下采样

随机傅里叶变换后图像重构误差对比。点估计方法

(NLM 方法)、图像块簇估计方法、BM3D 方法分别

进行图像去噪数值实验结果对比。 
本文对不同的测试图在不同噪声水平下使用上

述采用高斯随机采样和下采样随机傅里叶变换的低

秩逼近算法， 图 3 是不同尺寸训练图像在各种噪声

水平下选取不同k ，应用本文算法去噪后的 NMSE。
图 4 分别是测试图像“cameraman”, “house”被均值

为 0，噪声标准差为 30 的高斯白噪声污染后本文算

法采用两种采样变换去噪后所得恢复图的NMSE对

比结果。“○”代表高斯随机采样变换不同秩k 下的

NMSE, “﹡”表示随机傅里叶下采样变换不同秩 k

下的 NMSE。实验数据表明使用下采样随机傅里叶

变换后所得到的重构图像更接近原图像。 
表 5 给出了 BM3D 方法， NLM 方法(点估计

方法)，与本文算法(块簇估计方法)对测试图在各种

噪声水平下去噪后的峰值信噪比(Peak Signal-to- 
Noise Ratio, PSNR)值和结构相似指数(Structural 
Similarity Index Metric, SSIM)值，括号中的数值表

示 SSIM 值。从具体数据来看，相比于点估计的图

像去噪方法(NLM)，本文方法(块簇估计方法)优势

明显，本文方法去噪图像的 PSNR 值和 SSIM 值都

高于 NLM 方法。相比于 BM3D 方法，除了图像

“cameraman”外，其它图像数值实验结果都与目前

最好的去噪算法 BM3D[11,17]的数值持平或稍高。 
     图 5 进一步给出了使用 BM3D 方法，NLM 方

法和本文算法对不同噪声水平下的带噪图像， 
“house”, “barbara”的去噪结果。图 6 给出了图像

“lena”被噪声标准差为 20 的高斯白噪声污染后

BM3D 算法与本文算法去噪后的所提取的边缘效果

图。从中可以看出，相比于 NLM 方法，本文算法 
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在去除图像噪声的同时较好地保持了原图的结构信

息，很大程度上保留了原图像的细节信息。在视觉

效果方面，本文所提算法要比 BM3D 算法有一定的

优势，具体体现在对细节信息如边缘、结构等信息

的保护，保持原有图像的光滑度，视觉效果。 
图 7给出了测试图像被噪声标准差为 30的高斯

白噪声污染后BM3D算法与本文算法去噪后的局部

放大效果。从图可以反映出本文算法在保持原有图

像光滑度，视觉效果方面的优势。与 BM3D 算法相

比，本文算法去噪图像较好反映原有图像的结构信

息，尤其是在强噪声污染的情况下。 

5  结束语 

本文提出了一种随机机制下的去噪算法，可有

效的从被加性高斯噪声污染的退化图像中较好地恢

复原图像。算法对相似匹配块簇进行双边随机投影，

用投影后的低秩结构恢复原图像，最终达到去噪的

目的。数值试验表明所提方法计算复杂度低，保证

了较低的重构误差。和 NLM 方法相比，本文所提

方法去噪充分，图像结构信息保持较好。和 BM3D

相比，所提方法能保持较好的视觉质量。 

 

图 3 投影维数 k 与 NMSE 关系 

 

图 4 两种投影下的重构误差对比 

表 5 峰值信噪比(结构相似指数) 

噪声标准差 20 30 40 50 

BM3D 30.48(0.88) 28.64(0.84) 27.18(0.79) 26.12(0.78) 

NLM 29.82(0.83) 27.84(0.74) 25.71(0.67) 24.39(0.61) 
Cameraman 

256×256 
本文算法 30.10(0.86) 28.34(0.82) 27.05(0.78) 26.03(0.75) 

BM3D 33.77(0.87) 32.09(0.85) 30.65(0.82) 29.69(0.81) 

NLM 32.00(0.82) 29.37(0.75) 27.44(0.68) 25.99(0.62) 
house 

256×256 
本文算法 33.75(0.87) 32.07(0.85) 30.76(0.83) 29.73(0.82) 

BM3D 33.05(0.88) 31.26(0.84) 29.86(0.81) 29.05(0.80) 

NLM 29.13(0.79) 27.30(0.75) 26.18(0.72) 25.89(0.67) 
lena 

512×512 
本文算法 32.89(0.88) 31.12(0.84) 29.85(0.81) 28.85(0.80) 

BM3D 31.78(0.91) 29.81(0.86) 27.99(0.82) 27.23(0.79) 

NLM 29.23(0.84) 26.75(0.77) 25.10(0.70) 23.96(0.65) 
barbara 

512×512 
本文算法 31.84(0.91) 29.81(0.87) 28.30(0.83) 27.10(0.79) 
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图 5 测试图在噪声标准差为 30,50 下各种方法去噪后的效果图 

 

图 6 各种方法去噪后所提取的边缘效果图 

 

图 7 BM3D 算法与本文算法去噪后的局部放大效果图 
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