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一种全局最小化的图像分割方法 
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摘  要：曲线活动模型是图像分割中应用广泛且成功的一类模型，但由于能量泛函的非凸构造，使得其分割结果往

往陷入局部解的困境。为了克服这一点，该文在已有的曲线活动模型之一——背景去除模型之上，从 Heaviside 函

数的近似入手，提出了凸的能量泛函，并对其最小化，得到了相应的全局最小解求解方程。实验表明，该方法分割

结果准确，分割速度快，具有一定的抗噪性，且对初始曲线的位置选取无特殊要求。 
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Abstract: Active contour models are successfully and widely used in image segmentation. However, they always get 

local minima which make wrong segmentation results. In this paper, based on previous work named background 

removed model, a convex energy which is obtained by approximating the Heaviside function in the previous 

nonconvex energy is proposed. By minimizing it, the evolution equation is given. Experimental results show that 

the proposed method is accurate, fast and antinoise. Moreover, it is not sensitive to the location of the initial curve. 
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1  引言  

图像分割在图像处理和图像分析之间起着桥梁

作用，它是图像处理中一项重要内容，也是一个难

点问题。图像分割已被广泛应用于遥感和医学图像

处理、目标追踪、文档图像处理、指纹识别等方面。

近几十年来，图像分割应用越来越广，同时图像分

割方法更是层出不穷，它们大都取得了很好的分割

效果。 
由于偏微分方程(PDE)方法和变分方法理论的

成熟性，变分图像分割模型 [1 7]− 的研究已经成为近

年来图像分割方法研究的热点。基于 PDE 和变分方

法的图像分割模型有着不错的分割效果，但是它们

基本都面临着陷入局部极小值的问题。产生这个问

题的原因是大多数变分模型是关于非凸优化问题的

求解，而且求解过程是受梯度驱动的，解会过多依

赖于初始曲线的位置。 
近年来，结合凸优化知识的全局分割方法 [8 12]−
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被提出并得到了发展。本文是文献[13]的一个延续，

主要是应用凸优化的知识，从文献[13]中背景去除模

型能量函数中重要的 Heaviside 函数的近似入手，提

出全局最小解的求解方法，该方法仍然可以看作是

一种水平集方法。多个数值实验说明了全局最优的

图像分割方法的可行性和优越性。 

2  背景去除模型 

Chan-Vese(C-V)模型[2]是基于水平集方法的图

像分割经典模型之一，它以及后续的基于区域灰度

信息的模型都是考虑曲线内外的灰度信息，可谓是

立足找到使得内外区域灰度分别同一的曲线。 
背景去除模型也是基于区域灰度信息的模型，

它的基本出发点是分割出所给图像的背景区域，即

分割出灰度相同(相近)前提下面积尽可能大的外部

区域。由此可以看出背景去除模型不再像以前的大

部分基于区域灰度信息的模型一样，把曲线内外区

域保真度项作为构造能量函数的必须项，而是从外

部的面积项和外部的保真度项入手，试图找到更有

效的变分分割模型。背景去除模型的出发点可以表

述为如下的优化问题： 
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        (1) 

其中 I 是图像灰度矩阵，C 是演化曲线， 1( )CΩ 和

1( ( ))S CΩ 分别表示的是演化曲线的外部区域及其面

积，c 表示的是演化曲线外部区域的灰度平均值。 
结合 Lagrange 乘子法，得到式(2)的能量函数： 

1

2( ) d dL F C c x y
Ω

μ= + −∫ I         (2) 

其中 0μ > 是 Lagrange 乘子。 
现实中大多数图像都是含有噪声的图像，如果

用式(2)能量函数最小化过程对其进行分割，那么最

终得到的曲线将不光滑，甚至得到错误的结果。为

了保证演化曲线在演化的任意时刻都保持足够光

滑，给式(2)加上长度正则化项，得到背景去除模型

最终的能量函数如下： 

1

1

2

( , ) ( ) ( ( ))

           d d ( )

E C c L C S C

c x y C
Ω

ν Ω

μ ν

= + ⋅ = −

+ − + ⋅∫ I     (3) 

其中 0ν ≥ , ( )C 是演化曲线C 的长度。对于无噪声

图像，演化曲线不会受到噪声干扰，因此为了减少

计算量，可取 0ν = 。这里需要指出的是，曲线长度

项可以使得演化曲线更光滑，但是并不能主导曲线

演化的大方向，因此对于无噪声图像，也可取 0ν > 。

另外，参数 μ和 ν 的选取没有有效的办法，只能在

实验中人为地试验选取，这也是几乎全部带参图像

处理方法的通病。我们将在第 4 节实验部分讨论参

数μ和 ν的选取对图像分割结果的影响。 
结合水平集方法，式(3)可以转化为 

( )2( , ) ( )d d + ( )d d

           ( ) d d

E c H x y c H x y

H x y

φ φ μ φ

ν φ

= − − − −

+ ∇

∫ ∫
∫

I

(4) 

其中φ 是水平集函数[14]，其具有内正外负(或内负外

正)的性质， 
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1 2

2 1

,     ( , ) ( )

( , ) 0,      ( , )  ( , >0)

,   ( , ) ( )

d x y C

x y x y C d d

d x y C

Ω

φ

Ω

⎧⎪ ∈⎪⎪⎪⎪= ∈⎨⎪⎪⎪− ∈⎪⎪⎩

 

其中 2( )CΩ 表示的是演化曲线的内部区域。 H 是

Heaviside 函数，表达式如下： 
01,

( )   
0, 0

d
H d

d

≥⎧⎪⎪= ⎨⎪ <⎪⎩
 

对式(4)关于c 求导，可以得到曲线外部区域的

灰度平均值c 的表达式，即 

( )d d

( )d d

H x y
c

H x y

φ

φ

⋅ −
=

−

∫
∫

I
          (5) 

视c 为常数，对式(4)关于φ 求导，可以得到其

相应的 Euler-Lagrange 方程，再应用梯度下降流方

法，得到背景去除模型的水平集方程为 
2( ) 1 ( )c

t
φ

δ φ μ ν κ
∂ ⎡ ⎤= − + − + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦∂

I       (6) 

其中 ( ) ( )H'δ φ φ= 是 Dirac 函数，
| |

φ
κ

φ

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟= ∇⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠
。 

由于 ( )δ φ 只在零点有非零值，因此式(6)的演化

速率较慢。为了加快演化速度，用 1 代替 ( )δ φ ，得

到背景去除模型的最终水平集演化方程为 
21 ( )c

t
φ

μ ν κ
∂

= − + − + ⋅
∂

I         (7) 

文献[13]中，已经讨论了简单情况下 1 代替 ( )δ φ 的可

行性。 

3  全局最小化分割方法 

在数值实验中，用式(7)对水平集函数进行迭代

更新，能量函数取得了较快收敛速度，曲线也很快

稳定在目标的轮廓上。但是式(4)是关于φ 的非凸函

数，这样就会导致局部极小值的产生，而且式(6)到
式(7)的转化，并没有严格意义上的理论保证。这节

将从 Heaviside 函数的近似入手，找到与式(4)对应

的凸的能量函数，然后结合凸优化的相关知识，导

出本文方法求解全局最小解的演化方程。 
3.1 凸优化问题的提出 

在实际计算中，式(4)中的 Heaviside 函数是不

连续的，因此一般用正则化的 Heaviside 函数近似

它。但是由于近似函数与原函数的差别，使得在实

验中，如果迭代循环无限次进行，水平集函数就会

一直变化，即： ,  ( )tφ → ∞ → ∞ [11]。 
为了防止水平集函数无休止地发展，我们将其

限制在一定的闭区间上。由于水平集函数的 0 水平

集表征的是演化曲线的位置，因此我们在此取一个

关于零点对称的闭区间，不妨取 [ 1,1]− 。那么就得到

如下的带限制条件的最小化问题： 

( )

1
1 1
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   (8) 

可以看出式(8)中仍然没有应用正则化的 Heaviside
函数，那么就无法进行迭代计算。本文用如下简单 

的线性函数近似它：
1
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2l

p
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+
= ∈ − 。则 

式(8)的最小化问题转化为 
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式(9)是一个关于函数 φ 的凸优化问题，存在全局

解。通过以下的定理可以证明这种近似的合理性，

而且能说明式(9)的最优解可以导出原背景去除模

型式(3)的全局最小解。 

定理 1  对于确定的常数c ，假设 0φ 是式(9)的

一个最优解。那么对于几乎所有的 [ 1,1]τ ∈ − ,  C =  

0{( , ) | ( , ) }x y x yφ τ= 是式(3)的全局最优解。 

证明  令 

( 1)/2u φ= +              (10) 

那么式(9)中的能量函数转化为 

( )

( )

2
3

2

( , ) ( 1)d d ( 1)d d

            d d d d

            d d d d

E u c u x y c u x y

u x y u x y

c u x y u x y U

μ

ν

μ ν

= − − − −

+ ∇ =

− − + ∇ +

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

I

I  

其中 ( )21d d d dU x y c x yμ= − + −∫ ∫ I 可以看作是 

与变量u 无关的常量。 
由式 (10)可以得到 [0,1]u ∈ ，且 {( , ) |C x y=  

0( , ) , [0,1]}u x y ' 'τ τ= ∈ ，其中 0 0( 1)/2u φ= + 。 

这样该问题就转化为与文献[11]定理 2 类似的

问题，其余证明过程与之相似。             证毕 

式(9)是限制在 [ 1,1]− 区间上的优化问题，可以

通过在其补区间 [ 1,1] ( \ [ 1,1])C− − 上添加非线性惩

罚项，使得函数 φ 在区间 [ 1,1]C− 上的取值趋近于 

-1 或 1，从而去掉式(9)的限制条件。本文加入的惩

罚函数为 
( ) max{0, 1}f φ φ= −  

那么，式(9)可以转化为以下的凸优化问题： 

( )2
1 1

min ( , ) d d d d
2 2

1
                + d d + ( )d d  (11)

2

E c x y c x y

x y f x y

φ φ
φ μ

φ
ν α φ

− −
= − −

⎛ ⎞+ ⎟⎜∇ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

I
 

式(11)便是本文方法最终的凸优化问题，求解它便

能得到背景去除模型的全局解。 

3.2 演化方程的推导 

式(11)中最后一项是显式惩罚项，作用是把函

数φ 约束在 [ 1,1]− 上。但是 ( )f φ 是分段连续不可导函

数，因此用以下正则化的惩罚函数近似它。 

2

0,                 [0,1 )

( 1 )
( ) ,  [1 ,1 ]

4
1,           [1 , ]

fε

φ ε

φ ε
φ φ ε ε

ε
φ φ ε

⎧ ∈ −⎪⎪⎪⎪⎪ − +⎪= ∈ − +⎨⎪⎪⎪⎪ − ∈ + +∞⎪⎪⎩

 

一般取 0.1ε = , ( )f φ 与 ( )fε φ 的图像如图 1 所示。 
应用正则化的惩罚函数 ( )f uε ，对式(11)关于φ  

 

图 1 惩罚函数 ( )f φ 及其正则化项函数 ( )fε φ 示意图 

求导，再应用梯度下降流方法，便得到与式(11)相
对应的演化方程： 

( )21 2 ( )
| |

'c f
t ε
φ φ

μ ν α φ
φ

⎛ ⎞∂ ∇ ⎟⎜ ⎟= − + − + ∇⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∇⎝ ⎠
I  (12) 

由定理 1 知，对于几乎所有的 [ 1,1]τ ∈ − ，曲线

{( , ) | ( , ) }C x y x yφ τ= = 可分割出待分割图像的目

标。在实验中，为了更快更准确地得到分割结果，

并且为了与水平集函数定义中内正外负的性质相呼

应，本文取 0τ = ，那么曲线外部( 0φ < )灰度平均

值可以表示为 

0 0
d d 1d dc x y x y

φ φ< <
= ∫ ∫I        (13) 

由于本文方法主要是求解凸优化问题，所以对

初始曲线的选取没有太多要求。下面是其主要步骤： 
(1)给定初始曲线。曲线内部φ 取 1，外部取-1； 
(2)计算外部灰度平均值。应用式(13)计算； 
(3)更新演化曲线位置。用式(12)更新 φ ，取

{( , ) | ( , ) 0}C x y x yφ= = ； 
(4)终止判断。判断φ 是否收敛，若收敛，迭代

结束；否则回到步骤(2)。 

4  数值实验 

这一节我们对本文方法与文献[11]的方法进行

了对比实验。另外，还讨论了参数 μ和 ν 对分割结

果的影响。所有实验，均取 0.01tΔ = ，且对初始曲

线的位置没有特殊要求。 
图 2 是文献[11]和本文方法的分割结果对比。两

幅图像均来自 Weizmann 图像库 1)。为了对比公平

性，两个实验中两种方法均选用相同的初始曲线。

图 2(a)为初始曲线，图 2(b)为文献[11]的分割结果， 

                                                        
1)Segmentation Evaluation Database: http://www.wisdom. 

weizmann.ac.il/vision/Seg_Evaluation_DB/dl.html 
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图 2 夜景和石头图像的分割结果对比 

图 2(c)为本文方法分割结果。夜景图大体上由 3 个

灰度不同的部分组成，分别是月亮、天空和树，从

文献[11]的分割结果可以看出，其没有正确分割出月

亮和部分树梢，而本文方法给出的分割结果更为准

确。石头图由两部分组成，石头和背景，但是石头

内部又存在反光的小块。文献[11]未能将石头整体分

割出来，而是将反光区域视为了背景的一部分。造

成以上这两种结果的原因是：文献[11]方法的重点是

找到灰度差别较大的两个区域，忽略了其他区域的

存在性和目标的完整性，比如忽略了月亮，把石头

的反光区域视为与其灰度较相近的背景部分。本文

方法的出发点是找到灰度相同(相近)条件下面积尽

可能大的背景区域，图 2 中两幅图像的背景相对都

比较单一，这正符合本文方法的特点，分割结果验

证了本文方法构造的特点，也体现了其优越性。为

了量化比较分割结果，表 1 给出了两种方法的分割

精度(SA)，错误分割像素点数(NMC)以及本文参

数。从表 1 中也可以看出本文方法具有更好的分割

效果。 
在图 2 石头图像分割中，背景没有多余曲线存

在，且反光部分没有被视为背景的重要原因是曲线

长度正则项的存在。在图 3 中，我们试验了曲线长

度正则项权重 ν的取值对图像分割结果的影响。第 1
行至第 3 行分别是本文方法对无噪声人工合成图

像、加了 (0,25)N 高斯白噪声后图像和加了 (0, 35)N

高斯白噪声后图像的分割结果。图 3(a)至图 3(d)分
别是 ν取 0, 1.0, 1.5 和 3.0 的分割结果。从图中可以

看出，对于完全无噪声图像，长度正则项不会对分

割结果产生太大影响，只会使得边缘发生变化。而

对于噪声图像， ν取 0 或者过小都不会得到正确的

分割结果。同时对于噪声大的图像， ν 的取值应较

大。但是从图 3(d)可以看出，如果参数 ν取值过大，

就会使得曲线在尖角处收缩，最终得到不完整的分

割结果。 
在问题式(1)中，保真度项是约束条件，因此它

的不同权重将有可能带来不同的分割结果。图 4 中

给出了不同保真度权重μ下的分割结果以及函数φ
的示意图。从左至右参数 μ 分别为 2200/255 , 

250/255 和 220/255 。从第 1 行可以看出μ越小时，

保真度项的作用将会越小，外部面积项的作用就会

相应地越大。也就是说，当μ越小时，分割的重点

将越会偏向于找到外部面积尽可能大的区域。这点

也可以从第2行中函数φ 的示意图得到验证，当μ越

来越小时，演化曲线外部区域( {( , ) | ( , ) 0}x y x yφ < )
的面积越来越大。同时φ 的示意图也验证了惩罚函

数的作用，即在无约束条件下将函数φ 限制在 [ 1,1]−

上。从图 4(c)可以看出，本文方法虽然正确分割出

了飞机部分，但是背景的灰度并不相同。这样的结

果并不与本文方法矛盾，主要是因为当μ取 220/255

时，保真度项的作用减小，面积主宰了曲线的演化。

其实从式(12)入手也可以找到产生这种结果的原

因，因为曲线外部区域的灰度平均值更接近于“黑”，

因此使得整副图像中，偏“白”的飞机部分的( )2c−I
值最大，在参数 220/255μ = , 0.5ν = , 50α = 共同 



第 4 期                            李伟斌等： 一种全局最小化的图像分割方法                                 795 

作用下，式(12)的右端只在飞机部分取值为正，其

余部分取值为负。故经过数次迭代后，函数φ 只在

飞机部分取值为正，这点也可以从图 4(c)中函数φ
的示意图得到验证。 

表 1 图 2 分割结果的定量对比 

文献[11]方法 本文方法 
图像 

SA(%) NMC SA(%) NMC μ ( 2255−× ) ν  α  

夜景( 300 225× ) 83.93 11042 91.44 5878 300 0.3 15 

石头( 300 248× ) 99.26   553 99.32  509  70 1.0 25 

 

图 3 不同长度惩罚项权重 ν 对应的分割结果( 233 / 255 , 45μ α= = ) 

 

图 4 不同保真度项权重 μ 对应的分割结果( 0.5, 50ν α= = ) 
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5  结束语 

大多数图像分割模型研究的是非凸的优化问

题，并不存在全局解。基于前期的工作，本文从

Heaviside 函数的近似入手，提出了一种新的凸的能

量函数。通过对其最小化，最终得到全局最小解，

且从定理证明了这个全局最小解可以导出背景去除

模型的最小解。数值实验表明，本文方法能快速准

确分割人工合成图像和自然图像，具有一定的抗噪

性。同时，该方法对初始曲线的位置无特殊要求。

虽然本文分割方法和传统方法一样需要依靠经验选

取参数，但是在本文的数值实验部分，本文详细讨

论了参数对分割结果的影响，给出了选取参数的大

致方向，这在一定程度上缓解了参数选取麻烦的问

题。下一步研究的工作包括图像分割模型的参数自

适应选取。 
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