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基于超几何分解的随机运算系统分析方法 
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摘  要：基于 Bernoulli 分布的方差及期望传递方程一直是随机运算系统的数学基础，针对这种传统分析方法在实

际应用中的不准确性和片面性，该文提出一种全新的数学方法：超几何分解(hypergeometic decomposition)，用来

解决在更复杂情况下期望与方差在随机运算系统中的传播规律。基于超几何分解，提出 4 组更加精确的期望及方差

传递方程，在数学上证明了随机运算体系更加广泛的适用性，并且通过随机运算系统在图像处理中的应用，提出了

基于方差的系统评价方法，相比于传统按位仿真方法，基于方差的系统分析方法具有耗时短、准确和全面的优点。

新的方差传递方程首次将随机信号源的类型引入性能分析，证明了具有特定码流长度的随机序列可以使系统性能达

到最优。 
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Abstract: As mathematical fundamental of stochastic computing system, transfer function of variance and 

expected value based on Bernoulli distribution is not accurate and general in system analysis. A novel mathematic 

method, hypergeometric decomposition is proposed to solve this problem; it offers a general way to calculate 

transfer function of expected value and variance under more complicated circumstance. There are four groups of 

transfer function proposed here, which proves the effectiveness of stochastic computing system in a more general 

way; also they offer a better way to evaluate stochastic system. Compared with traditional bit-level simulation, 

evaluation method based on variance is time saving, accurate and comprehensive. New variance transfer function 

includes type of input random stream into performance analysis for the first time, which proves that specific length 

of stochastic sequence can maximize system performance. 
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1  引言  

随着 CMOS 工艺按照摩尔定律的不断进步，纳

米器件引起的种种问题渐渐凸显，微电子器件抵御

外部和内部噪声的能力越来越低。与此同时，功耗

密度不断升高、系统复杂度逐步增大、测试难度加

大。面对这些问题，传统计算体系法已经无法提供

根本性的解决方案，而基于其它工艺的设计方法由

完全抛弃了 CMOS 工艺完善的设计理论体系，无法

在短时间内得到应用。在这种背景中，随机运算
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(Stochastic Computing)体系作为一种全新的设计

方法，在完全兼容现有 CMOS 工艺的前提下，成为

一种在计算体系上解决纳米器件问题的有效方案。 
不同于传统系统的编码方式，随机运算系统利

用逻辑 1 在一个随机序列中的出现概率来表达数值

大小，如随机序列“101000”代表 1/3。这从根本

上改变了系统设计理论和方法，很多传统算法中的

逻辑器件在随机逻辑体系中有了全新的运算行为，

如一个与门在随机运算中可以完成乘法运算，一个

选择器可以完成加法运算。这种电路形式上的简化

同时意味着低功耗、高速、设计简单等优点[1]。另外，
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由于随机运算的每一位的权值相同，因此个别位的

翻转对整个码流的影响很小，因此随机运算架构具

有很强的抗干扰能力。 
目前，随机运算架构已经在神经网络[2]、数模转

换器[3]、机器控制[4]、数字图像处理[5]、误差矫正译

码[6,7]等领域得到广泛应用，这些研究大部分集中在

如何将随机运算的优势发挥出来。在随机运算体系

中，仍然存在一些十分突出的问题，由于随机序列

的不准确性，如何高效分析和评估随机运算体系是

制约随机运算发展的一个重要问题。传统的系统分

析方法主要采用基于 Bernoulli 分布的概率论基本

原理，由于在随机运算中的随机序列并不是严格意

义上的 Bernoulli 分布，因此这种分析方法并不准

确。按位仿真是另一种系统评价方法，这种方法较

为准确，但是仿真时间较长，而且分析方法片面，

并不具有设计指导作用。 
本文通过采用一种全新的数学方法，在更加普

适的条件下，提出了广义期望及方差的传递方程，

从理论上证明了在不同随机信号发生源的情况下随

机运算理论的完美性，同时证明了方差作为系统评

价指标的可行性。通过利用随机运算体系实现数字

图像处理算法，在实际应用中检验方差作为系统评

价指标的有效性，并讨论随机信号源的类型对系统

性能的影响。 

2  传统期望及方差传递理论 

在随机运算体系中，系统性能是由两个指标决

定的：期望和方差。如果一个系统运算的期望值与

设计相符，同时方差又足够小，那么这个算法就是

有效的。相反，则会产生较大的计算误差，导致算

法失效。因此理解期望和方差的传播规律对设计和

优化随机运算系统来说是十分重要的。 
在经典的随机运算算法分析中，认为所有随机

序列均为 Bernoulli 分布[8]，通过经典概率论相关原

理，可以得到期望及方差的传递方程。下面通过对

两个基本随机运算单元的分析，阐述经典的期望及

方差传递规律。 

图 1 为两个基本随机运算逻辑，与门可以用来

完成乘法运算，或门可以用来完成带权值的乘法运

算。在经典概率论理论中，假设两个逻辑门的所有

输入均为 Bernoulli 分布，那么输出序列的期望服从

式(1)和式(2)的概率学方程，方差服从式(3)的概率

学方程[9]。其中 EO代表逻辑门的输出期望值，n 代

表随机序列的长度。 

( , )A a bE a b E E= ⋅             (1) 

 

图 1 两个基本随机运算单元 

( , , ) (1 )M a s b sE a b s E E E E= ⋅ + ⋅ −        (2) 

2 (1 )O OE E
n

σ
⋅ −

=                    (3) 

这组方程是随机运算的基本公式，其证明了与

门和或门可以完成乘法和带权值加法运算。尽管这

组方程可以描述期望及方差的传播规律，但由于随

机运算系统中的随机序列并不都是 Bernoulli 分布

(如 LFSR 产生的序列)，因此这组公式不够准确，

它只在一个相对狭小的空间中，证明了随机运算的

有效性及可靠性。 
这种不准确性是无法将方差分析作为系统分析

方法的主要原因，也是目前大多数随机运算系统仍

采用按位仿真[10]进行系统验证的主要原因。按位仿

真是一种实时仿真方法，虽然仿真结果准确，但仿

真时间过长，特别是在随机序列长度过长的情况下。

同时，它不具备系统级设计对评价方法的要求，无

法指出算法的问题所在及改进方向。 

3  超几何分解与广义期望及方差传递方程 

针对随机运算具体实现电路的复杂性，为了能

够在更广的条件下证明随机运算的有效性及可靠

性，需要提高期望及方差传递方程的准确性和适用

性。图 2 是一个更具有一般性的随机运算基本问题，

假设输入序列的分布形式是未知的，已知条件只有

输入序列的期望和方差，那么如何求解与门输出序

列的期望和方差。此问题不具有 Bernoulli 分布的假

设条件，问题的一般性增加了。 

这里将采用一种全新的数学方法来解决此问

题：超几何分解，这种数学方法的基本概念如图 3
所示。其基本思想是将未知的分布形式分解成一系 

 

图 2 扩展的随机运算基本问题 
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图 3 超几何分解原理示意图 

列超几何分布，进而利用超几何分布的基本原理解

决被拆分的单独问题，最终将结果组合成原问题的

结果，其基本思想类似于 Taylor 分解。 
首先对原来的问题进行分解。如式(4)所示，这

里 b1代表输入序列 a 中逻辑 1 的个数，b2代表输入

序列 b 中逻辑 1 的个数，Eij代表如果序列 a 中含 i
个逻辑 1，序列 b 中含 j 个逻辑 1，在此种情况下输

出序列 c 中逻辑 1 个数的期望值。在此，成功地将

一个未知分布形式的概率学问题转化成为多个更为

“清晰”的子问题。 
,

1 2
1, 1

( ) ( , ) ( )
n n

ij
i j

E x p b i b j E x
= =

= = =∑        (4) 

由于输入随机序列之间是相互独立的，因此有 
,

1 2
1, 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

ij
i j

E x P b i p b j E x
= =

= = =∑      (5) 

求解 Eij 的过程在本质上是求解一个超几何分

布问题的过程，我们可以将此问题进行转化以帮助

理解，转化方法如图 4 所示，在此我们将序列 b 中

逻辑 1 的位置进行重新排序，即假设序列 b 中前 j
个数字为逻辑 1 其它未知为逻辑 0，从本质上来说，

序列 b 中逻辑 1 的位置在求解问题中仅起到一个标

签的作用。 
因此求解 Eij就转变成为以下问题：在一个存在

i 个逻辑 1 的序列中(图中黑框所示序列)取出 j 个数

字位，其中含有逻辑 1 的数字位的总和的期望是多

少。这是一个典型的超几何分布问题，这也是我们

将这种数学方法命名为超几何分解的原因，一个具

有未知分布形式的问题被分解为一系列超几何分布 

 

图 4 将原问题转化为超几何分布问题 

形式的子问题。根据超几何分布基本理论有 
 ( ) /ijE x ij n=               (6) 

将式(6)代入式(5)，并作进一步处理，E1代表序

列 a 中逻辑 1 总数的期望值，E2代表序列 b 中逻辑

1 总数的期望值。 
,

1 2
1, 1

( ) ( ) ( )
n n

i j

ij
E x p b i p b j

n= =

= = =∑          (7) 

1 2
1 1

1 2
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    (8)

                                     (9)
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E E

n

= =
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=

⋅
=

∑ ∑
 

式(9)在进行单位化后与式(1)具有相同的形式，这就

说明随机运算的基本公式与输入序列的具体分布形

式没有必然联系，同时证明了随机运算在更加广义

的条件下是可靠的，在数学本质上并不会出现偏差。

采用同样的方法，可以求解方差的传播公式， 
,

2 2
1 2

1, 1
,

2 2
1 2

1, 1

,

1 2
1, 1
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2

1
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由于 

 1 1
1

( )
n

i

p b i i E
=

= =∑              (11) 

 1 2
1

( )
n

j

p b j j E
=

= =∑             (12) 

2 2 2
1 1 1

1

( )
n

i

p b i i Eσ
=

= = +∑         (13) 

2 2 2
2 2 2

1

( )
n

j

p b j j Eσ
=

= = +∑        (14) 

其中 1σ 代表序列 a 逻辑 1 总数的方差， 2σ 代表序列

b 逻辑 1 总数的方差，将式(11)-式(14)代入式(10)， 
2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 22

2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2 1 2

1 1
( )= ( )( )

1

       ( )

E x nE E nE E
n n

E E E E

σ σ

σ σ σ σ

⎛⎜ − − − −⎜⎜⎝ −
⎞⎟+ + + + ⎟⎟⎠

(15) 
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因此 

)

2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 22

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2

( )= ( ) ( )

1 1
      = ( )( )

1

        

x E x E x

nE E nE E
n n

E E

σ

σ σ

σ σ σ σ

−

⎛⎜ − − − −⎜⎜⎝ −

+ + + (16) 

式(16)与传统的方差传递式(3)有很大差别，如果定

义式(16)中输入序列的期望和方差满足 Bernoulli 分
布规律，即假设输入为 Bernoulli 序列，式(16)会简

化为式(3)。这就说明传统方差传递方程仅是式(16)
的一个特例，式(16)是更加普适，更加准确的方差

传递方程。 
在随机运算体系中，对于任何相互独立的输入

信号序列，只要其方差与期望存在，就可以利用超

几何分解的数学方法得到 4 种基本运算逻辑(AND, 
OR, XOR, MUX)的期望和方差的传播方程： 

( , )A a bE a b E E= ⋅                           (17) 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
( , ) ( )( )

1
            

A a a a b b b

a b b a a b

a b E E E E
n

E E

σ σ σ

σ σ σ σ

= − − − −
−

+ + +    (18) 

( , )O a b a bE a b E E E E= + − ⋅                  (19) 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
( , ) ( )( )

            

' ' ' '
O a a a b b b

' '
a b b a a b

a b E E E E
n

E E

σ σ σ

σ σ σ σ

= − − − −

+ + +      (20) 

( , , ) '
M a s b sE a b s E E E E= ⋅ + ⋅                 (21) 
2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , ) 2M A A a b sa b s a s b s' E Eσ σ σ σ= + −       (22) 

( , ) ' '
X a b a bE a b E E E E= ⋅ + ⋅                  (23) 

)

2 2 2 2

2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) 2 (
1

           )( )

X A A a a

' '
a b b b a b a b

n
a b a b a' b' E

n

E E E E E E E

σ σ σ σ

σ

⎛⎜= + + −⎜⎜⎝ −

− − − − (24) 

其中 '
aE 代表 1-Ea, 

'
bE , '

sE , , , a' b' s' 具有相同的含

义，注意式(17)-式(24)中的 E 和σ 与式(6)-式(16)
中具有不同含义，此处的期望与方差为单位化后的

方差。 
根据这组广义的期望与方差传播方程，不管在

随机运算架构中输入的序列为何种分布形式，只要

输入序列的期望与方差存在，就有以下结论： 
(1)传统理论中假设所有输入序列为 Bernoulli

分布的条件是不必要的，随机逻辑的运算单元完全

可以在更加复杂的条件下正确地完成运算。 
(2)输出序列的期望值与输入序列的分布形式

无关，其值仅由输入序列的方差和运算单元的类型

决定。 
(3)输出序列的方差是一个稳定的，可求解的变

量，其值由输入序列的方差、期望和运算单元的类

型决定。 

4  利用广义方差传递方程分析和优化随机

运算系统 

通过这组广义期望及方差传递方程的推导，证

明了方差完全可以作为评判性能的重要指标。只要

系统结构确定，那么方差就可以在设计之初通过数

学公式求解，相比于传统的按位仿真方法来说，使

用方差可以更加准确地描述一个随机运算系统的数

学原理。 

在一个随机运算系统中，方差的产生、传播及

缩放原理如图 5 所示。其中深色的部分是与方差变

化有关的部分，包括方差产生、方差传播及方差缩

放 3 个部分。方差的最初来源是随机序列生成器，

目前较为常用的随机序列发生器包括两种：噪声二

极管和 LFSR [11 13]− 。最初产生的方差在随机系统中

传播，被不同类型的随机逻辑改变。由于在算法的

开始阶段进行了数据标准化的操作，在算法的最终

阶段方差会被缩放。 

 

图 5 随机运算系统基本结构与方差的产生、传播及缩放 

下面利用随机运算架构实现一个常见的数字图

像处理算法：图像平均算法。此处略去具体设计过

程，主要利用设计结果对比不同系统分析方法。图

6 是在不同随机码流长度下，使用随机运算架构的

图像平均算法与传统算法的行为级仿真结果对比，

图中数字代表随机码流的长度，TRA 代表传统算

法。通过采用行为仿真的方法，可以直观地对设计

结果进行对比，但很难准确全面地分析随机运算结

构，同时无法提出有效的设计优化方案。 

表 1 是通过采用方差传播原理对随机图像平均

算法的分析。可以看出，基于方差的系统分析方法

不仅正确反映了行为仿真结果，同时更加全面地分

析了系统行为，而且耗时更短，可以作为设计优化

的高效衡量标准。由于按位仿真求出的等效方差并

不是所有像素点的平均方差，且其值并不稳定，因

此结果较方差平均值有一定偏差。 
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图 6 随机算法与传统算法按位仿真结果对比 

表 1 系统分析方法对比 

 基于方差传递方程(%) 

 平均值 最小值 最大值 上限 

基于按位

仿真的等

效方差

(%) 

SC100 13.02 0.89 16.09 16.11 10.12 

SC500  5.82 0.40  7.19  7.21  4.64 

SC1000  4.12 0.28  5.09  5.10  3.09 

时间消耗 <5 s >1 h 

 

广义方差传递方程不仅为分析随机运算系统提

供了理论基础，同时首次在理论上将输入源的类型

对系统性能的影响引入系统分析理论。在目前随机

逻辑设计中，一般要求尽量保持输入随机序列的

Bernoulli 分布性质，但通过广义方差传递程的提出，

证明了各种随机分布形式都能够驱动基本随机逻辑

运算单元。因此，可以从随机信号源的类型入手，

对系统进行理论分析与优化。 

在利用 LFSR 作为随机序列发生器的系统中，

随机序列长度 L 与寄存器个数 N 的选取一直是首先

需要考虑的问题，大部分文献认为 L 需要小于等于 

2 1N − ，以保证序列的 Bernoulli 性质[9,11,14]。由于广 
义方差传递方程将输入源的类型引入性能分析，因

此可以通过广义方差传递方程，进一步分析这个问

题。图 7 是在 AND 门和 MUX 门中，不同的 L 与 N
的取值对最终方差的影响，当 L 与2 1N − 相同时，

两类门输出序列的方差最小。这证明了 Bernoulli
分布并不是最优的随机序列源，同时也为系统优化

提出了新的方向。 
通过采用特定长度的随机信号发生器，对上述

数字平均算法进行优化设计，实验结果如图 8 所示。

可以发现，相比于传统基于 Bernoulli 分布(L<< 
2 1N − )的噪声二极管，采用 L 与 2 1N − 相等的

LFSR 信号源具有更好的系统性能。由于在图像平

均算法中，主要用到乘法和加法运算，即主要随机

逻辑单元为 AND 门和 MUX 门，因此实验结果符合

图 7 有关随机序列类型与方差的分析。这不仅从侧

面说明了广义方差传递方程理论的正确性，同时也

从随机信号源方面入手，完成了随机运算系统的优

化。 

5  结束语 

本文通过提出一种全新的数学方法：超几何分 

 

图 7 随机序列类型对输出方差的影响 
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图 8 两种随机信号源对随机图像平均系统性能的影响 

解，并将其应用在随机运算体系中，以解决随机运

算误差分析和系统性能分析不准确的问题。证明并

提出了一组适用于基本组合逻辑的广义期望及方差

传递公式。这组方程不仅在更加普适的条件下证明

了随机运算的有效性，同时为将方差作为随机运算

系统的性能指标奠定了理论基础。 
通过广义方差传递方程，可以更快、更准确、

更全面地对随机运算系统进行评估，同时从随机信

号源的类型入手，通过广义方差传递方程的理论指

导，提出改进随机运算精度的办法，并通过随机图

像处理的应用证明了系统分析及优化的有效性。未

来的工作包括将基于方差的系统评估方法应用到更

多的随机运算结构中，并考虑噪声、相关性等非理

想因素对广义方差传递方程的影响。 
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