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非均匀块稀疏信号的压缩采样与盲重构算法 

田鹏武
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摘  要：该文对非均匀块稀疏信号的压缩采样速率下限进行了分析，并对测量矩阵的约束等距常数衰减特性进行了

理论证明。在此基础上，提出了一种块稀疏阶数和块分布未知情况下的非均匀块稀疏信号盲重构算法，按照逐次递

减的块长度，对非均匀块稀疏信号进行多次均匀切割，利用正交匹配追踪算法逐次剔除均匀块中的零值位置，从而

精确估计信号中非零块位置，实现信号的准确重构。理论分析了算法的性能，仿真实验进一步验证了算法的有效性

和实用性。 
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Compressive Sampling of Non-uniform Block Sparse Signals 
and the Blind Recovery Algorithm 
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(Information Engineering University, Zhengzhou 450001, China) 

Abstract: The lowest compressive sampling rate for non-uniform block sparse signals and the decay property of 

restricted isometry constant of measure matrix is theoretically analyzed. A blind recovery algorithm without 

knowing the order and distribution of blocks is proposed. The algorithm improves the estimation precision of 

nonzero values positions by dividing the block sparse signal uniformly for several times according to successive 

decreasing block length, and then eliminating the zero value positions in the uniform blocks using Orthogonal 

Matching Pursuit (OMP) method, which leads to a better recovery result. The performance of the blind recovery 

algorithm is analyzed and simulation results verify the effectiveness and practicality further. 
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1  引言  

压缩采样[1,2](Compressive Sampling, CS)理论

是近几年来备受研究者关注的一种新颖的信号获取

理论，在该理论框架下，任意具有稀疏性的信号都

可以以远低于 Nyquist 采样定理要求的采样速率被

采样并重构。信号具备稀疏性是 CS 理论应用的前

提，而稀疏性是指信号 N∈x 在某个正交基{ }iψ 上

投影得到的系数向量 [ ], i iψ= xα 中含极少数非零

值，若非零值个数为 K，则称x 是 K 阶稀疏信号。

在该稀疏模型下，系数向量α中的非零值可以出现

在任意位置，而在通信信号处理的很多实际应用中，

系数向量中的非零值通常是成块出现的(如：带限信

号在傅里叶基上展开得到的非零系数都集中在信号

的带宽范围内)，且当一定频宽有多个信号出现时，

由于信号带宽及频点的差异，稀疏块的分布通常是
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非均匀的。因此，研究非均匀块稀疏信号的压缩采

样问题具有更大的实际应用价值。 
块稀疏是模型稀疏[3]及子空间联合稀疏[4]的特

例，按照块的分布可分为均匀块稀疏和非均匀块稀

疏，文献[3]研究了均匀模型稀疏信号的压缩采样问

题，文献[5]给出了具体的块稀疏的定义，根据压缩

采样的约束等距特性[6](Restrict Isometry Property, 
RIP)引申出了 Block-RIP[5]条件，并对均匀稀疏信号

的测量及重构问题进行了研究。本文针对非均匀块

稀疏信号的压缩采样问题展开研究，对非均匀块稀

疏信号压缩采样所需的采样速率下限进行了分析，

并理论证明了块稀疏模型下约束等距常数的衰减特

性。 
在块稀疏信号重构算法中，传统的基于随机稀

疏模型的匹配追综[7](MP)、正交匹配追踪[8,9](OMP)
和可压缩采样的匹配追踪[10](CoSaMP)等重构算法

依然有效，只是这些算法没有考虑块稀疏信号的特

点，性能欠佳。Eldar 等人[11]提出了基于凸松弛的

2 / 1 混合范数的块稀疏信号重构算法(Linear- 
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OPTimization, L-OPT)，并将 OMP 和 MP 算法推

广至块稀疏信号提出了 BMP 和 BOMP 算法，文献

[10]中提出的 CoSaMP 算法也可以用来完成块稀疏

信号的重构。但是，上述算法均需要预先知道信号

的稀疏度及块的分布，而在实际应用中，该条件通

常是很难满足的，因此，本文提出了一种信号稀疏

度及块分布未知的盲重构算法，并对算法进行了理

论分析和仿真验证。 

2  块稀疏信号的定义 

假设一个信号 N∈x 由给定长度为 d ( 1≤  
L≤ )的若干块组成，用 [ ]x 来表示第 个长度为d

的子块，那么x 可以被写成 

1

T T
1 1

[1] [ ]

[ ]
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x       (1) 
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其中
2

( [ ] 0)I >x 是指标函数，当
2

[ ] 0>x 时值为

1，反之为 0, T
2 =x x x 是标准的 Euclide 范数。 

如果信号 N∈x 在 1{ , , }LI d d= 上至多有 k

个 [ ]x 有非零范数，即 0,I k≤x ，就称x 为 k 阶块

稀疏的，而如果 1 2 Ld d d= = = ，则x 即为k 阶均

匀块稀疏的，反之则为k 阶非均匀块稀疏的。块稀 
疏是标准稀疏意义下的 ii

k d′ = ∑ ( id I∈ 且
2

[ ]ix  

0> )阶稀疏，当 1d = 时，块稀疏就和标准意义上

的稀疏完全等价了。 

3  非均匀块稀疏信号的压缩采样 

压缩采样的测量过程为 
=y xΦ                 (3) 

其中 M∈y 是测量向量， N∈x 是稀疏信号，Φ是

M N× 维的测量矩阵，它代表采样过程。那么要保

证向量x 能从测量值y 中稳定且可靠地重构出来，

测量矩阵Φ需要满足 RIP 条件，即存在一个最小的

常数 (0,1)kδ ∈ 使得对于任意k 阶稀疏向量 N∈x ，

有式(4)成立： 
22 2

2 22(1 ) (1 )k kδ δ− ≤ ≤ +x x xΦ       (4) 

那么对于块稀疏信号，首先按照块稀疏信号的

块分布 1{ , , }Ld dΙ = ，同样可以将测量矩阵Φ写成

式(5)的形式： 

11 1

[1] [ ]
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Ld N d N

L

φ φ φ φ− +=
Φ Φ
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其中 iφ 表示测量矩阵Φ的第 i 列，那么非均匀块稀

疏信号的压缩采样过程可以写为 

1

[ ] [ ]
L

=

= ∑y xΦ               (6) 

文献[5]将 RIP 推广至k 阶块稀疏向量，得到了

Block-RIP，并定义其约束等距常数为 Bδ 。 
其实无论对于 k 阶稀疏向量，还是 k 阶块稀疏

向量，都属于k 阶子空间联合稀疏向量[4]的特例，其

测量矩阵都需要满足 RIP 特性，所不同的是其约束

等距常数各有差异。 
从子空间联合的角度，任意 k 阶稀疏信号

N∈x 都可以被看作是来自于一个子空间联合

M ： 
km

j
j
∪=M M               (7) 

M 是 km 个子空间的联合，其中 jM 是 N 的一

个 k 维子空间。对于一个随机稀疏的信号 N∈x ,  

'
k

N
m

k

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ′⎟⎟⎜⎝ ⎠
，而对于k 阶均匀块稀疏信号 k

L
m

k

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
。 

文献[4]在均匀块稀疏模型下得到如下结论： 
令 : N M→Φ 是一个M N× 维的高斯随机

矩阵，其中M N , N∈x 是一个k 阶均匀块稀疏

信号，其均匀块的长度为d ，服从的分布为 1{ ,dΙ =  
, }Ld ，且k 个非零范数块的总长度为 k kd′ =  ( id  
I∈ 且

2
[ ] 0i >x )，令 0t > 和 0 1δ< < 为常数，如

果： 
36 12

ln2 ln
7 kM m k t
δ δ
⎛ ⎞⎟⎜ ′≥ + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

      (8) 

其中 

k

L
m

k

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
               (9) 

那么 Φ 将以 1 te− 的概率满足约束等距常数为

Bδ δ= 的 Block-RIP。 
推论 1  均匀块稀疏模型下信号的压缩采样所

需测量值数目下限低于传统压缩感知随机稀疏模型

下所需的测量值数目下限。 
推论 2  非均匀块稀疏模型下的信号的压缩采

样所需测量值数目下限不高于均匀块稀疏模型下所

需的测量值数目下限。 

证明  从近似的角度来分析，式(8)中的 ln 2 km

是影响M 值的主导因素[4]，因此，M 的下限和 km 是

呈正比关系的。显然随机稀疏模型考虑了非零值位

置的所有组合，而均匀块稀疏模型则仅考虑非零值

位置按照 1{ , , }Ld dΙ = 成块分布的情况，因此
'
k km m> ，推论 1 得证。 

对于非均匀的块稀疏信号而言，将其按照均匀

方式切分后，会出现两种情况：一个是单个非零块

被切分成连续的几个非零块，另一个是非零块正好

都位于切分的均匀块内，而依然服从 1{ , , }Ld dΙ =
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的分布。第 1 种情况下，由于非均匀块被均匀切分

后的产生的新的非零块也是成块出现的，而均匀块

稀疏模型下需要考虑非零块位置出现的所有可能，

所以非均匀块稀疏模型下的 km 更小；而第 2 种情况

下，均匀和非均匀稀疏模型需要考虑的 km 是一样

的。至此，推论 2 得证。 
测量值数目在压缩感知模拟实现系统中代表采

样速率[12,13]，推论 1 和推论 2 中的测量值数目下限

在实际系统中就是采样速率的下限，因此针对非均

匀块稀疏信号的压缩采样率可以以更低的采样速率

实现。 

4  约束等距常数的衰减特性 

Eldar[5]等人认为，对于一个 k 阶块稀疏信号，

其测量矩阵Φ若满足2k 阶 Block-RIP 条件，且其约

束等距常数 2 2 1kδ < − ，那么基于混合 2 1/ 范数

的块稀疏信号重构算法就能够完成稀疏信号的重

构，在有噪声的情况下，重构误差满足 

2,
1 22
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k

ε
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x x
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其中x 为重构信号， kx 是x 的k 个非零块的最优近 
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。 显 

然测量矩阵的约束等距常数是稀疏信号能否成功重

构的关键，而约束等距常数又有如下衰减特性。 
定理 1  如果矩阵 M N×Φ 满足约束等距常数为 kδ  

( 0 1δ< < )的k 阶 RIP 特性，令 

1

r

r i
i

A S
=

=∪                (11) 

iS 是 N 的一个 k 维子空间， rA 是 r 个 k 维子

空间的联合， rA
kδ 是对于任意 rx A∈ 满足式(4)的最小

的约束等距常数，则 
1 20 1A A

kk kδ δ δ< < < < <        (12) 

其中，当
N

r
k

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ′⎟⎟⎜⎝ ⎠
时， rA

kkδ δ= 。 

定理 1 的证明略。 
定理 1 中r 实际为稀疏信号的非零值可能出现

位置的种类。显然 r 越小，针对该稀疏信号进行压

缩采样的测量矩阵满足 RIP 条件的约束等距常数越

小，而更小的约束等距常数则意味着信号能够以更

高的概率被重构。 
对于块稀疏信号，由于 '

k km m> ，所以 '
km

A ⊂  

kmA ，即块稀疏信号非零值可能出现的位置种类比 

随机信号非零值可能出现的位置种类少，所以由定

理 1 可知块稀疏信号具有更小的约束等距常数，即

B kδ δ< 。那么，当 2 1B kδ δ< − < 时，基于混合

2 1/ 范数的块稀疏信号重构算法能够完成信号的

重构，而基于传统稀疏模型的 1 范数优化重构算法

则无法完成信号的重构。因此，约束等距常数的衰

减特性进一步证实了，将信号的块稀疏特性引入到

重构算法中能够获得更高的信号重构概率。 

5  盲重构算法 

(1)算法描述  BOMP, BMP 和 L-OPT 等块稀

疏信号重构算法是在均匀块稀疏模型下提出的，这

些算法实施都有一个前提，即信号的稀疏阶数要预

先知道，且只有在非零值充满每个非零块时性能才

能达到最佳；而在实际中信号稀疏阶数通常是未知

的，且在很多应用中，如电磁频谱监测等，由于信

号的带宽及频点位置的差异和不确知性，导致块的

分布通常是非均匀的，也是无法提前预知的。如果

采用上述这几种算法对非均匀块稀疏信号进行重

构，算法就默认按照均匀方式对信号进行块的切分，

这样就会出现非零块不能完全被非零值充满的情

况，那么由此计算就很难准确找到稀疏信号的非零

值对应的位置，而使得重构的误差较大。针对这一

问题，本文提出了一种信号稀疏度和块分布未知的

盲重构算法(Blind-BOMP)，按照逐次递减的块长

度，对信号进行多次均匀切割，从而精确估计非零

块中非零值的位置，降低信号的重构误差。 
该算法的示意图如图 1 所示。BOMP, BMP 和

L-OPT 算法实际只是完成了本文算法的第 1 阶段，

而本文算法则通过对第 1 阶段得到的结果进多次的

均匀切分，利用 OMP 算法逐次剔除均匀块中的零

值的位置，从而精确估计信号中非零块，实现信号

的准确重构。算法基本步骤如下： 
(A)第 1 阶段 
(a)令 1 /d N M= (若 N/M 不为整数则下取整)，

按照长度 1d 对原始信号进行均匀分块，并依次寻找
TrΦ 中 2 范数最大的块 

T

2,1,2, ,
argmax

IM=
= rΦ           (13) 

定义该块对应的位置序列记为Ω ，其中r为残

差量，y 为测量向量，初始状态 =r y ； 
(b)将前次迭代获取的位置序列与Ω 合并 

1k kT T Ω−= ∪               (14) 

 

图 1 盲重构算法示意图(其中有灰度部分代表非零值出现的位置) 
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kT 是第k 次迭代得到的所有非零块对应的位置

序列； 
(c)利用最小二乘法计算Ω 对应的系数x  

,
kT=x yΦ†  T 1 T( )

k k k kT T T T
−=Φ Φ ΦΦ†       (15) 

kTΦ 是Φ中对应位置为 kT 的列组成的矩阵； 
(d)计算残差 

= −r y xΦ              (16) 

并判定迭代停止条件。迭代停止的条件设定为

残差能量小于某个门限，即 2 ε≤r ，无噪声重构的

情况下可设定 0ε = ，有噪声重构的情况下，可以设

定 ε 为噪声能量；如果重构失败残差能量会急剧上

升，所以设定 2 2>r y 也作为迭代停止条件，以避

免无休止的迭代。 
(B)第 2 阶段  令 2 1/2d d= (若 d2不为整数则下

取整)，按照长度 2d 对第 1 阶段得到非零值位置序列

kT 所对应信号进行均匀分块，并按照第 1 阶段中的

步骤在 kT 中进一步确定非零块的位置。 
(C)第 n阶段  令 1

1/2
n

nd d −= (若 dn不为整数则

下取整)，按照上述方式依次进行计算，直至 1nd =

或者 1n n
k kT T −= ，则停止计算。其中 nd 为第 n 阶段

均匀分块的长度， n
kT 为第 n 阶段获取的非零块位置

序列，即当均匀分块长度为 1 或者前后两次获取的

非零块位置序列相同时，就可以停止计算而实现信

号中非零块的精确估计。 
算法在每个阶段都需要按照 BOMP 算法对信

号进行重构，只是每次迭代所针对的对象仅是上一

阶段得到的非零块位置对应的测量矩阵的列向量。

当均匀分块长度为 1 或者前后两次获取的非零块位

置序列相同时的阶段得到的信号系数为最终的估计

结果，之前的阶段都是为了精确估计非零值的位置。 
关于初始块长度的取值，本文设定 1 /d N M= ，

是一种经验取法，通常情况下在设计基于压缩感知

的信号采样系统之前，都要对信号的稀疏度进行评

估，然后再根据该稀疏度范围设定采样速率。因此，

在实际系统中我们可以综合利用信号稀疏度及采样

速率等先验信息来进行初始值的设定。 
(2)算法性能分析  在范数 0,x 的定义下，经均

匀切分后非均匀块稀疏信号，可看作一个新的随机

稀疏信号，那么有如下定理成立。 
定理 2  如果测量矩阵Φ满足 K+1 阶 Block- 

RIP 特性，且约束等距常数 1/(3 )B Kδ < ，那么对

于任意的 K 阶块稀疏信号，基于 OMP 的重构算法

可以经 K 次迭代后精确重构信号。     
定理 2 的详细证明参照文献[14]定理 3.1 的证

明，该定理是本文算法能够精确重构信号的理论保

证。 

定义 ( )1( ) / + 2 ( )g r M N r H r d−= ，其中 ( )H r  

lg (1 ) lg(1 )r r r r= − − − − , /r k N′= ，根据文献[5]
中推论 3 可以得到：当N → ∞时有式(17)成立： 

2( ) 1 [1 ( )]B r g rδ ρ< − + +         (17) 

那么，当 1/ 4( ) 2 1g r < − 时，块稀疏信号就可以

被重构。对于本文算法， ( )g r 中 /d N M= ，而对基

于随机稀疏模型的重构算法， ( )g r 中 1d = ，二者的

关系如图 2 所示，可见本文算法相比于基于随机稀

疏模型的重构算法，能够适应范围更大的信号稀疏

度。 

 

图 2 ( )g r 与 r 关系图(其中 / 5N M = ) 

(3)算法运算量分析  基于 OMP 的信号重构算

法的运算量主要都集中在非零块位置的确定上，由

此可以评估 OMP 的运算为 2( )O N , BOMP 的运算

量为 ( )O Nd ，而本文算法的运算量则由于采用了多

次均匀分块的方式进行非零块位置的确定，因此运

算量相比于 BOMP 有所增加，为 2( log )O Nd d ，这

也是本文算法由于信号的稀疏度及块的分布未知而

付出的代价。L-OPT 算法的运算量取决于最优化的

方法，本文采用内点法，其运算量为 2 3/2( )O M N ，

显然其运算量是最大的，但是该算法具有很好的稳

定性，只要测量矩阵的约束等距常数满足 2 1δ < −

的约束条件，算法就一定能够完成稀疏信号的重构。 
(4)仿真结果  仿真实验中测量矩阵 M N×Φ 采用

高斯随机矩阵，M=120, N=960，非均匀块稀疏阶

数 2k = ，非零块长度分别为 1=(1/3)d k ′ , 2=(2/3)d k ′ , 
k ′为非零值总个数，非零块的系数值按照均值为 0，
方差为 1 的高斯分布随机选取，块的位置在保证不

混叠的情况下随机出现。实验目的是观察信号成功

重构的概率与稀疏信号非零值总个数 k ′ 之间的关

系，信号重构成功是指重构误差小于设定门限，通

过统计每个k ′值对应的 1000 次中信号重构成功的

比率，得到如图 3 所示仿真结果，仿真对比了 OMP, 
BOMP 和 L-OPT 算法。 

由图 3 可以看出，考虑信号块稀疏结构的

BOMP, L-OPT 和本文算法要比不考虑信号块稀疏

结构而直接进行重构的 OMP 算法性能好。而本文
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算法性能最好，这是因为本文算法能够更加准确地

估计非零块的位置。 
测量矩阵的参数设置不变，分别固定块的长度

为 5, 10 和 15，考察随着非零块个数的增加，算法

成功重构信号的概率变化，其中非零块的系数和位

置产生方式同上，每组仿真参数都进行 1000 次独立

实验，得到仿真结果如图 4 所示。 
由图 4 可以看出，随着非零块个数的增加，算

法成功重构信号的概率呈逐渐减小的趋势，随着非

零块长度的增加，重构概率也逐渐下降。 
固定非零值总个数为 30，对算法成功重构概率

随测量值数目 M 的变化进行仿真，得到如图 5 所示

结果。可以看出，随着测量值数目达到 105 个时，

本文算法成功重构信号的概率达到 0.9, BOMP, 
L-OPT 算法次之；而传统的 OMP 算法在测量值数

目达到 180 个时，重构概率依然在 0.6 以下。 
固定 M=120, N=960，非零值总个数为 30，对

上述几种算法的执行时间进行 1000 次统计平均后

得到如表 1 所示结果。 

表 1 算法执行时间 

重构算法 OMP L-OPT BOMP 本文算法

执行时间(s) 0.3452 0.4909 0.0642 0.1514 

 
可见，L-OPT 的算法执行时间最长，OMP 次

之，BOMP 的执行时间最短，而本文算法的执行时

间介于 OMP 和 BOMP 之间。 

6  结束语 

非均匀块稀疏模型是一种更具实际意义的信号

稀疏模型，本文对非均匀块稀疏信号的压缩采样问

题中若干问题进行了研究。对非均匀块稀疏信号的

压缩采样所需的测量值下限，也即压缩采样速率下

限，进行了分析；对测量矩阵约束等距常数的衰减

特性进行了证明；针对实际应用中，信号块分布及

稀疏阶数很难预先获知的问题，提出了一种盲重构

算法，以实现非均匀块稀疏信号的重构。理论分析

和仿真实验均验证了该算法性能优于传统的 OMP
算法以及 BOMP 和 L-OPT 算法。 

 

图 3 重构成功概率随稀疏信号非零值总个数的变化 图 4 重构成功概率随非零块个数的变化   图 5 重构成功概率随测量值数目的变化 
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