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波形相关矩阵未知情况下单基地 MIMO 雷达 
中一种改进 MUSIC 的 DOA 估计算法 

陈  晨*    张小飞    李建峰 

(南京航空航天大学电子信息工程学院  南京  210016) 

摘  要：该文研究了波形相关矩阵未知情况下多输入多输出(MIMO)雷达中的角度估计问题，提出了一种单基地

MIMO 雷达中改进多重信号分类(MUSIC)的到达角(DOA )估计算法。该算法可以在波形相关矩阵未知的情况下工

作且性能优于传统的传播算子(PM)和借助旋转不变技术估计信号参数(ESPRIT)算法以及基于接收信号重构的

MUSIC 算法。该文算法可以扩展到任意阵列结构的 MIMO 雷达中进行角度估计。该文还给出了单基地 MIMO 雷

达中 DOA 估计的克拉美罗界(CRB)。仿真结果验证了该算法的有效性。 
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An Improved MUSIC DOA Estimation Algorithm for Monostatic MIMO 
Radar without Knowledge of Waveforms Correlated Matrix 

Chen Chen   Zhang Xiao-fei    Li Jian-feng 

(College of Electronic and Information Engineering,  

Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China) 

Abstract: The issue of angle estimation in Multiple-Input Multiple-Output (MIMO) radar is discussed without 

knowledge of waveforms correlated matrix, and an improved MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) algorithm is 

proposed for Direction Of Arrival (DOA) estimation in monostatic MIMO radar. The proposed algorithm does not 

require the knowledge of transmit waveforms correlated matrix, and has better angle estimation performance than 

the conventional Propagator Method (PM), Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques 

(ESPRIT) algorithm, and MUSIC based on reconstruction of output signal. And the algorithm can be used in 

MIMO radar with any array construction for angle estimation, and the Cramér-Rao Bound (CRB) in monostatic 

MIMO radar is derived. The simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed approach. 
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1  引言  

多输入多输出(MIMO)雷达[1,2]是近年来提出的

新体制雷达，它利用多天线技术进行信号的发射和

接收，在目标跟踪和检测、目标参数估计和成像等

领域中，其性能优于传统相控阵雷达。MIMO 雷达

中的角度估计算法有 Capon[3,4]和多重信号分类

(MUSIC)算法[5,6]，借助旋转不变技术估计信号参数

(Estimation of Signal Parameters via Rotational 
Invariance Techniques, ESPRIT)算法 [7 9]− ，传播算
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子(Propagator Method, PM)方法[10,11]，平行因子分

解 [12,13]以及联合对角化方法[14,15]等等。文献[3]研究

了 MIMO 雷达中基于 Capon 算法的目标角度估计

算 法 ； 文 献 [5] 提 出 了 一 种 多 时 变 (Multiple 
Invariance, MI)MUSIC 算法用于 MIMO 雷达中离

开角(DOD)和到达角(DOA)的联合估计。文献[3]和
文献[5]的算法都需要进行谱峰搜索。文献[8]利用

ESPRIT 算法实现 MIMO 雷达中 DOD 和 DOA 的

联合估计，文献 [9]提出了一种可自动配对的

ESPRIT 算法，文献[8,9]的算法需要构造信号协方

差矩阵并对其进行特征值分解，但不需要进行谱峰

搜索。文献[11]提出了一种可自动配对的 PM 算法进

行 MIMO 雷达中 DOD 和 DOA 的联合估计，它不

需要进行信号协方差矩阵的特征值分解，计算复杂

度低于文献[9]的算法。文献[13]提出了一种基于平行

因子分解的 MIMO 雷达 DOD, DOA 及多普勒频率
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的联合估计算法；文献[15]利用 MIMO 雷达形成的

虚拟阵列数据来构造两个二阶统计量并对其进行联

合对角化得到了目标方位角和俯仰角的闭式解。 
文献[3-15]中MIMO雷达的角度估计算法都是

以各发射阵元发射正交波形为前提的，接收端已知

发射信号并采用匹配滤波处理接收信号，此时波形

相关矩阵是已知的且为单位阵。当接收端仅已知发

射信号的脉冲长度而波形未知时，接收端可以产生

一个与发射信号脉冲相同长度的信号脉冲与接收信

号进行相关运算，此时波形相关矩阵是未知的，波

形相关矩阵未知情况下MIMO雷达中的角度估计研

究还很少，本文主要研究波形相关矩阵未知情况下

单基地MIMO雷达的多目标DOA估计算法。单基地

MIMO雷达中传统的MUSIC算法需要在已知波形

相关矩阵情况下才能有效工作，本文提出了一种改

进MUSIC的DOA估计算法，该算法可以在波形相关

矩阵未知的情况下工作，并且充分利用信号子空间

初始化角度搜索范围，大大地减小了算法的复杂度。

本文算法的角度估计性能优于传统的PM, ESPRIT
以及R-MUSIC算法，且可以扩展到任意阵列结构的

MIMO雷达中进行角度估计。本文还给出了单基地

MIMO雷达中DOA估计的克拉美罗界(Cramér-Rao 
Bound, CRB)。仿真结果验证了算法的有效性。 

注：文中 T()⋅ , H()⋅ , 1( )−⋅ , +()⋅ 和 *()⋅ 分别表示转置，

共轭转置，求逆，求伪逆和取共轭。Re()⋅ 表示取实

部， angle()⋅ 表示取相角。 ⊗ 和 分别表示为

Kronecker 积和 Khatri-Rao 积。diag( )v 表示对角元

素为向量v的对角阵， ()nD ⋅ 表示取矩阵的第 n 行作

为对角线元素构成一个对角阵。 ()E ⋅ 表示取数学期

望， PI 表示一个P P× 的单位矩阵。 

2  数据模型 

假设雷达工作在窄带远场条件，发射阵和接收

阵均为等距线阵，阵列间距均为半波长，发射阵列

阵元数和接收阵列阵元数分别为 M 和 N，目标数为

K。各发射端同时发射相同载频及带宽的一组信号

照射目标，发射信号可以表示为 T
1 2[ , , , ]M=S s s s ，

其中 T[ (1), (2), , ( )]m m m ms s s P=s 是第m个发射阵元

的发射信号，P 为发射信号脉冲长度。目标数为 K，

第 k 个目标的角度参数为 kθ ，即其 DOA，其发射和

接收导向矢量分别表示为 ( )t kθa , ( )r kθa ，则到达第

k 个目标处的信号为 T( )t kθa S，假设第 k 个目标的反

射系数为 ( )k tβ ，在两个脉冲间隔之间目标的多普勒

频率 kf 是不变的，则在第 lt 个快拍时刻接收阵列接

收到信号为 

2 T

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k l

K
j f t

l k l r k t k l
k

t t e tπβ θ θ
=

= +∑X a a S Z   (1) 

其 中 ( ) [1, exp( sin ), , exp( ( 1)r k kj j Nθ π θ= − − −a  
Tsin )]kπ θ⋅ 为第 k 个目标的接收阵列导向矢量， 

T( ) [1, exp( sin ), , exp( ( 1) sin )]t k k kj j Mθ π θ π θ= − − −a
为第 k 个目标的发射阵列导向矢量， ( )ltZ 是加性高

斯白噪声矩阵。在接收端进行相关运算后得到 
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其中 T
1 2[ , , , ]' ' '

M' =S s s s 是接收端生成的用于相关运

算的波形信号， T[ (1), (2), , ( )]' ' ' '
m m m ms s s P=s 是对应

的与第m个发射阵元的发射信号进行相关的信号脉

冲，P 为发射信号脉冲长度。 H[ ]S E '=R SS 是 M×M
的波形相关矩阵， H( ) [ ( ) ]l lt E t '=W Z S 是噪声矩阵。

此时发射阵列导向矢量可以写为 ( ) ( )t k s t kθ θ=a R a 。

将 ( )ltY 写成向量形式，得到第 lt 个快拍时刻的接收

信号 

1 1 2 2( ) [ ( ) ( ), ( ) ( ), ,

         ( ) ( )] ( ) ( )

t tl r r

tr k k l l

t

t t

θ θ θ θ

θ θ

= ⊗ ⊗

⊗ +

x a a a a

a a b n    (3) 

其中 1 22 2 2 T
1 2( )=[ ( ), ( ), , ( )] ,l l K lj f t j f t j f t

l l l K lt e t e t e tπ π πβ β βb  
( )ltn 为 ( )ltW 的向量形式，是第 lt 快拍时刻的加性高

斯噪声向量。取 L 次快拍组成接收信号矩阵 =X  

1[ ( ),tx 2( ), , ( )]Lt tx x , L 次快拍下的接收信号也可以

表示为 
T

11

2 2 T

[ ]

( )

( )
  

( )

TR

T R

T R

N T N R

D

D

D

= +

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

X A A B N

A AX

X A A
B N

X A A

     (4) 

其中 T
1 2[ ( ), ( ), , ( )] L K

Lt t t ×= ∈B b b b C , 1[ ( ),t=N n  

2( ), , ( )] MN L
Lt t ×∈n n C 为噪声矩阵， T s T= =A RA  

1 2[ ( ), ( ), , ( )] M K
s t t t Kθ θ θ ×∈R a a a C 为 MIMO 雷达的

发射方向矩阵， 1 2[ ( ), ( ), , ( )]R r r r Kθ θ θ= ∈A a a a  
N K×C 为接收方向矩阵。为了方便不妨设 [ R=A A  
]TA 为 MIMO 雷达的方向矩阵。此时信号的模型可

以写为 T= +X AB N 。求接收信号X的协方差矩

阵的估计值 H /X L=R XX ，将得到的 XR 进行特征

值分解，得 H
X =R E EΣ , Σ为 XR 的特征值组成的

对角矩阵，E为对应的特征向量矩阵，取 K 个大特

征值对应的特征向量组成信号子空间 sE ，其余

MN-K 个小特征值对应的特征向量组成噪声子空间
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nE ，得到分解式为 
H H

X s s s n n n= +R E E E EΣ Σ         (5) 

其中 sΣ 是 K 个大特征值组成的对角矩阵， nΣ 是

MN-K 个小特征值组成的对角矩阵。 

3  单基地MIMO雷达的多目标DOA估计算

法 

3.1 常规 MUSIC 算法 
考虑一个包含M个发射天线和N个接收天线的

单基地MIMO雷达系统，1维MUSIC空间谱函数[16]

可以表示为 

music H H

1
( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]t tr n n r

P θ
θ θ θ θ

=
⊗ ⊗a a E E a a

 (6) 

常规 MUSIC 算法根据式(6)对 θ 搜索，找到 music( )P θ
的 K 个最大峰值，得到相应的 DOA 的估计。当波

形相关矩阵 sR 未知时，式(6)给出的 MUSIC 算法失

效。基于接收信号重构的 MUSIC 算法[16](以下简称

为 R-MUSIC 算法)可以在 sR 未知的情况下工作，但

牺牲了 MIMO 雷达的分集增益，从而降低了角度估

计性能。 
3.2 改进的 MUSIC 算法 

常规的 MUSIC 算法要求 music( )P θ 的峰值，可以

转换为下面的最优化问题： 
 H Hmin [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]t tr n n rθ

θ θ θ θ⊗ ⊗a a E E a a    (7) 

定义 H H( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )], ( )t tr n n rV Vθ θ θ θ θ θ= ⊗ ⊗a a E E a a
又可以写为 

H H H

H

( ) ( ) [ ( ) ] [ ( ) ] ( )

     ( ) ( ) ( )

t tr M n n r M

t t

V θ θ θ θ θ

θ θ θ

= ⊗ ⊗

=

a a I E E a I a

a Q a (8) 

其 中 H H( )=[ ( ) ] [ ( ) ] M M
r M n n r M Cθ θ θ ×⊗ ⊗ ∈Q a I E E a I , 

( ) ( ) ( )t s tθ θ β θ= =a R a c , ( )θc 为将 ( )t θa 归一化后的

阵列导向矢量，β 是接收导向矢量 ( )t θa 的第 1 行的

元素。 T
1 [1, 0, , 0]=e 是一个长为 M，首项为 1，其

余元素全为 0 的向量。考虑用 H
1 ( )t θ β=e a 的约束来

消除 ( )t Mθ =a 0 的平凡解。式(14)的最优化问题可以

写为 
H H

1min ( ) ( ) ( ),   s.t. ( )/ 1t t t
θ

θ θ θ θ β =a Q a e a    (9) 

构造代价函数 H H
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )t t tL θ θ θ θ λ θ= −a Q a e a  

/ 1)β − 。利用拉格朗日数乘法求 ( )L θ 的极值，令 

1( ) 2 ( ) ( ) 0
( )

t
t

L
λ

θ θ θ
θ β

∂
= + =

∂
Q a e

a
，得到 

1
1( ) ( ) /t θ μ θ β−=a Q e           (10) 

由 H
1 ( )/ 1t θ β =e a 得到 2 H 1

1 1/( ( ) )μ β θ−= e Q e ，代入式 

(10)，得
2 1

1
H 1
1 1

( )
( )

( )
t

β θ
θ

θ

−

−=
Q e

a
e Q e

，将其代入式(16)，式 

(16)的优化问题可以写为 

  
4 H 1

1 1
4H 1

1 1

| | ( )
arg min arg max

| |( )θ θ

β θ
θ

βθ

−

−= =
e Q e

e Q e
(11) 

其中 | |β 是β 的模，不影响
H 1
1 1

4

( )

| |

θ
β

−e Q e
的谱峰位置， 

即式(11)可以简化为求下面的最优化问题 
  H 1

1 1arg max ( )
θ

θ θ−= e Q e          (12) 

对 θ 在 /2 /2π π− ∼ 之间进行谱峰的全局搜索

算法复杂度较高，搜索的运算量很大。考虑采用类

似 ESPRIT 的方法初始化搜索范围，取信号子空间

sE 的1到M行和M+1到2M行分别构成 1sE 和 2sE ，

有下面的关系： 

Φ

1 1

2 2

( )

( )

s T R T

s T R T

D

D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

E A A A
T T

E A A A
     (13) 

其中T是一个非奇异矩阵，由于 RA 的第 1 行元素全

为 1, 1( )RD A 为单位矩阵， 

2 1

2

( ) diag[exp( sin ),

     exp( sin ), , exp( sin )]

R

K

D j

j j

π θ

π θ π θ

= = −

− −

AΦ

 

由式(13)可得 1
2 1 1s s s

−= =E E T T EΦ Ψ ，其中 =Ψ  
1

1 2s s
+ −=E E T TΦ ，即Φ 的对角线元素是Ψ 的特征

值。对Ψ 进行特征值分解，得到 θ 的粗略估计
ini
kθ  

( )ini 1sin angle( )/ ,  1,2, ,k k k Kθ π−= − =γ   (14) 

其中 kγ 是 Ψ 的第 k 个特征值。根据式(14)得到的

DOA 粗略估计值初始化搜索范围，式(12)可以写为 
 

ini ini

H 1
1 1

[ , ]
arg max ( ) , 1,2, ,

k k

k k K
θ θ θ θ θ

θ θ−

∈ −Δ +Δ
= =e Q e (15) 

根据式(15)对 θ 进行局部搜索，寻找 1( )θ−Q 的第(1,1)
个元素中最大的 K 个峰值，其对应的角度参数值即

目标 DOA 的估计值。 
至此给出了波形相关矩阵未知情况下单基地

MIMO 雷达中改进的 MUSIC 的 DOA 估计算法，

步骤如下： 
步骤.1  根据接收信号矩阵X 求得接收信号的

协方差矩阵的估计值 XR ； 
步骤.2  对接收信号协方差矩阵 XR 进行特征

值分解，得到信号子空间 sE 和噪声子空间 nE 的估

计；  
步骤.3  根据信号子空间 sE 采用类似ESPRIT

的方法得到DOA的粗略估计值
ini
kθ , 1,2, ,k K= ，

初始化角度搜索范围； 
步骤.4  最后根据式(15)进行局部谱峰搜索，得

到DOA的精确估计值。 
注1：不管波形相关矩阵 sR 是否存在秩亏损，

MIMO雷达的方向矩阵 [ ]TR=A A A (其中 T =A  

s TRA )都是一个列满秩矩阵，从而可以通过特征值

分解或奇异值分解分离噪声子空间和信号子空间。
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因此本文给出的改进的MUSIC算法的角度估计性

能不受波形相关矩阵的秩的影响。 
3.3 复杂度分析 

将本文算法的复杂度与其他适用于波形相关矩

阵未知情况下 MIMO 雷达中的角度估计算法进行

比较。PM 算法[10,11]的复杂度为 O(3K2M(N-1)+3K3 

+K2L+MNKL), ESPRIT 算法 [7 9]− 的复杂度为 
O((MN)2(MN+L)+3K2M(N-1)+2K3),R-MUSIC 算

法[16]的复杂度为 O(N2(N+L)+ng((N+1)(N-K)))，
本文提出的改进的 MUSIC 算法的复杂度为 
O ((MN)2(MN+L)+nb(M2(N+1)(MN-K)+M2))。其

中 M, N 分别表示发射天线数和接收天线数，K 表

示目标数，L 表示快拍数，ng 和 nb 分别表示两种

MUSIC 算法的搜索次数。 
注 2：R-MUSIC 算法采用全局谱峰搜索，ng很

大，复杂度高；本文提出的改进的 MUSIC 算法充

分利用信号子空间初始化角度搜索范围，采用局部

谱峰搜索，nb 远远小于 ng，其复杂度远低于 R- 
MUSIC 算法。 
3.4 CRB 和改进的 MUSIC 算法的优点 

根据文献[17]，可以推导出单基地 MIMO 雷达

中 DOA 估计的 CRB 为 

{ }
2 1H TCRB Re ( )

2L
σ −⊥⎡ ⎤= ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦AD D PΠ     (16) 

其中 ⊥ H 1 H( )A MN
−= −I A A A AΠ , [ ]1 2, , , K=D d d d , 

( ( ) ( ))/tk r k k kθ θ θ= ∂ ⊗ ∂d a a , L 表示快拍数， =P  
H

1
( ) ( ) /

L
l ll
t t L

=∑ b b , 2σ 是噪声功率。 

本文提出的改进的 MUSIC 算法有以下优点： 

(1)可用于波形相关矩阵未知情况下单基地

MIMO 雷达中进行 DOA 估计； 

(2)可以扩展到任意阵列结构的 MIMO 雷达中

进行角度估计； 

(3)利用接收信号的信号子空间 sE 对DOA进行

粗略的估计来初始化角度搜索范围，采用局部搜索

的方法大大地减小了算法的复杂度。 

(4)DOA 估计性能优于传统的 PM, ESPRIT 算 
法以及 R-MUSIC 算法[16]。 

4  仿真结果 

仿真 1  图1和图2显示了本文提出的改进的

MUSIC算法在信噪比(Signal Noise Ratio, SNR)为0 
dB和15 dB时的仿真结果，其中接收端采用一个与

发射信号脉冲长度相同的正弦波形信号与接收信号

进行相关运算，目标位置分别为 o10 , o30 和 o50 , 
M=6, N=6, K=3, L=100。可以看出该算法可以有

效地估计出单基地MIMO雷达中目标的DOA，且在

低信噪比下仍然能够有效工作。 
在下面仿真中，采用 1000 次蒙特卡洛仿真，定

义均方根误差(Root-Mean Square Error, RMSE) 
1000

2
,

1 1

1 1
RMSE ( )

1000

K

k n k
k nK

θ θ
= =

= −∑ ∑     (17) 

来评价角度估计性能。式中 kθ 表示目标DOA的实际

值， ,k nθ 表示第n次蒙特卡罗仿真中目标DOA的估计

值。仿真中接收端均采用一个与发射信号脉冲长度

相同的正弦波形信号与接收信号进行相关运算，仿

真2-仿真4中假设空间有3个远场目标，位置分别为
o10 , o30 和 o50 。 
仿真 2  图3显示的是本文提出的改进的MUSIC

算法与传统的PM算法，ESPRIT算法和基于接收信

号重构的MUSIC算法[16](R-MUSIC)以及CRB的比

较。仿真中M=6, N=6, K=3, L=100，可以看出，

本文提出的改进的MUSIC算法在性能上优于PM算

法，ESPRIT算法和R-MUSIC算法。 
仿真 3  图4显示了本文提出的改进的MUSIC

算法在不同快拍数 L 情况下的角度估计性能，其中

M=6, N=6, K=3。可以看出随着快拍数 L 的增加，

DOA 估计性能变好。 
仿真 4  图 5，图 6 显示了本文提出的改进的

MUSIC 算法在不同数目发射天线 M 和接收天线 N
情况下对目标角度估计的性能，其中 K=3, L=100。
可以看出，随着天线数的增加，MIMO 雷达的分集

增益增强，目标角度估计性能变优。 
仿真 5  图7显示了本文提出的改进的MUSIC

算法在不同目标数 K 情况下的角度估计性能，其中

M=6, N=6, L=100，目标数 K=2 时目标的位置分 

 
图 1 本文算法在信噪比为 0 dB 时的角度                图 2 本文算法在信噪比为 15 dB 时的角度 
估计结果(M=6, N=6, K=3, L=100)                     估计结果(M=6, N=6, K=3, L=100) 
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图3 算法的角度估计性能比较                      图4 不同快拍数L下本文算法的角度 

(M=6, N=6, K=3, L=100)                         估计性能比较(M=6, N=6, K=3) 

 

图5 不同发射天线数M下本文算法的         图6 不同接收天线数N下本文算法的          图7 不同目标数K下本文算法的 

角度估计性能(N=6, K=3, L=100)           角度估计性能(M=6, K=3, L=100)         角度估计性能(M=6, N=6, L=100) 

别为 o10 和 o20 , K=3时目标的位置分别为 o10 , o20

和 o30 , K=4时目标的位置分别为 o10 , o20 , o30 和
o40 。由图可见在一定数目的发射天线和接收天线以

及相同的快拍数情况下，随着目标数的增加，目标

间的相互干扰增强，目标角度估计性能会变差。 

5  结束语 

本文提出了一种单基地MIMO雷达中改进

MUSIC的DOA估计算法，该算法可以在波形相关矩

阵未知的情况下工作，并且充分利用信号子空间初

始化角度搜索范围，大大地减小了算法的复杂度。

本文算法的角度估计性能优于传统的PM，ESPRIT
以及R-MUSIC算法，且可以扩展到任意阵列结构的

MIMO雷达中进行角度估计。文中还给出了单基地

MIMO雷达中DOA估计的CRB。 
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