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准循环多进制 LDPC 码构造 
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摘  要：该文研究准循环多进制 LDPC 码的构造，给出多进制 LDPC 码的设计流程和构造方法。详细讨论了多进

制 LDPC 码的性能影响因素，综合考虑了环长和环的连通性对性能的影响，研究了母矩阵扩展中偏移因子的选择

以及 GF(q)上非零元素替代。同时提出了次优解的搜索方法，以降低搜索复杂度。 后，将提出的方法用于不同阶

数下 LDPC 码的构造。仿真结果表明，通过新方法构造得到的多进制 LDPC 码与二进制码相比，在 BPSK 调制方

式下在误帧率
410−
附近有 0.2 dB 的性能提升；在有限域阶数与调制阶数匹配的情况下，有更大的性能提升。与相

近码长，相同码率的多进制循环码相比，该文构造得到的多进制 LDPC 码在误帧率
410−
附近有 0.25 dB 的性能提

升。 
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Abstract: The construction of non-binary quasi-cyclic low-density parity-check codes are investigated. Important 

factors that influence the performance of non-binary LDPC codes are discussed in detail. The circle length and 

connectivity are taken into account in the construction. The selection of shift values to extend the mother matrix 

and the replacement of non-zero elements over GF(q) for the parity check matrix are studied. Meanwhile, a 

suboptimum method with lower complexity is proposed to search for the solution according to the new formula. 

The method is applied to the construction of non-binary LDPC codes over different Galois fields. Simulation results 

show that the codes constructed by this method outperform the corresponding binary codes by 0.2 dB at FER 

around 410−  on the BPSK AWGN channel. The performance gap is larger when the order of the Galois field 

equals the order of the modulation. Compared with non-binary cycle code with the same code rate and 

approximate code length, the constructed non-binary LDPC code gets an improvement of 0.25 dB at FER around 
410− . 

Key words: Non-binary LDPC; Code construction; Girth; Full Rank Condition (FRC) 

1  引言  

LDPC 码是一种具有接近香农极限的优秀信道

编解码方案。文献[1]引入了多进制 LDPC 码，并且

给出了相应的译码算法。与二进制 LDPC 码相比，

多进制 LDPC 码具有更好的性能，且具有更好的抗

突发错误能力。同时准循环结构的 LDPC 码具有更

低的实现复杂度，因此吸引了广泛的研究。文献[2]
研究了准循环矩阵中环的形成条件。文献[3]对环的
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连通性进行了研究，提出了 ACE(Approximate 
Circle EMD(Extrinsic Message Degree))作为另外

一个重要的性能影响因素。除此之外，多进制 LDPC
码的校验矩阵还需要考虑 GF( )q 上非零元素的替

代。文献[4]研究了多进制 LDPC 码校验矩阵的二进

制表示，提出了行满秩条件 FRC(Full Rank 
Condition)用于非零元素的替代。针对特殊结构，

文献[5-7]研究了基于有限域的准循环多进制 LDPC
码的构造方法。文献[8,9]研究了基于代数几何的准

循环多进制 LDPC 码的构造方法。文献[10,11]研究

了环形图结构的多进制 QC-LDPC 码的构造。 
基于有限域和代数几何的构造方法比较简单，
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但是适用于高码率 LDPC 码的构造。基于环形图结

构构造的多进制 LDPC 码适用于 64q ≥ 的情况[12]。

本文在上述研究的基础上，提出了一种新的构造方

法，用于 16q ≤ 的中等码率多进制 LDPC 码的构造。

同时提出了搜索偏移因子和非零元素的方法，可以

大大降低构造复杂度。两者相结合可以方便地根据

码的参数构造得到相应的校验矩阵。本文的主要内

容和章节安排如下。第 2 节简单介绍了准循环多进

制 LDPC 码的基本结构和表示方法；第 3 节分析了

多进制 LDPC 码的性能影响因素，推导得到构造的

基本准则；第 4 节详细描述了准循环多进制 LDPC
码构造算法；第 5 节给出了仿真结果， 后进行了

总结。 

2  准循环多进制 LDPC 码简介 

考虑定义在GF( )q 上的多进制 LDPC 码，q 为

质数的幂次方。α是有限域的本原元，且有 1 1qα − = 。

GF( )q 中的元素都可以用α的幂次方表示，分别为
2 2{0,1, , , , }qα α α − 。多进制 LDPC 码的校验矩阵H

由GF( )q 上的元素组成，有效码字c满足 
T⋅ =H c 0               (1) 

多进制 LDPC码的构造思路是首先通过母矩阵

扩展得到二进制 LDPC 码的校验矩阵 bH ，然后将

校验矩阵中‘1’的位置用GF( )q 上的非零元素替代，

得到多进制 LDPC码的校验矩阵 qH 。准循环 LDPC
码的母矩阵表示为 
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在 P中， , 1i jp = − 的位置表示对应位置由s s× 的全

零矩阵替代， ,i jp 为非负的位置表示对应位置由循环

右移 p 位的 s s× 的单位矩阵替代，从而得到二进制

校验矩阵 bH 。然后将 bH 上‘1’的位置用GF( )q 上

的非零元素替代，得到 qH 。 bH 的构造主要考虑的

是环长的影响，尽可能消除短环。 qH 上非零元素的

选择主要考虑的是进一步消除 bH 上短环的影响。 

3  准循环多进制 LDPC 码的构造影响因素 

3.1 码距 

 多进制 LDPC 码为线性分组码，其纠错性能受

小码距影响。对于 GF(q)上码长为 N，信息位长

度为 K 的多进制 LDPC 码(K 比较大)，其 小码距

d 满足普洛特金限： 
( 1) ( 1)

( 1)

K

K

Nq q N q
d

qq q

− −
≤ ≈

−
        (3) 

多进制 LDPC码的码距主要由环长和环的连通

性决定，校验矩阵中 GF(q)元素的替代对码距也有

一定的影响。 
3.2 环长与环的连通性 

定理 1  假设 1 2 2( , , , )tp p p 是 H 矩阵上一个长

度为 2t 的环上的元素，定义 

2
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      (4) 

则在扩展后矩阵中，存在长度为 2w t× 的环，环的

数量为 /s w 。 
定理 1 由文献[2]中的定理推导得到。根据环的

形成条件，精心选择H中的偏移值，可以使扩展后

的矩阵 bH 中环长尽可能大。扩展后矩阵中环的个数

为 /s w ，通过统计母矩阵中的环，然后计算环上元

素的值，由此计算得到扩展后矩阵 bH 上环的分布情

况。 
环的连通性一般通过停止集衡量。停止集 vS 表

示 v 个变量节点组成的集合，与这个集合相连的子

图中不存在任何度为 1 的校验节点。停止集被认为

是二进制删除信道中译码失败的主要因素。外部信

息度(EMD)是一个变量节点集合中外部校验节点的

个数。对于停止集，它的外部信息度为 0。一个外

部信息度大的集合需要添加更多的变量节点才能形

成停止集，因此得到的停止集更大。对于变量节点

度大于 2 的矩阵，停止集是在环的基础上形成的。

因此外部信息度小的短环在构造中是需要避免的。

我们选择环的近似外部信息度(Approximate Circle 
EMD, ACE)作为衡量环的连通性的标准。假设 2tC

表示一个长度为2t 的环，则 2tC 的 ACE[3]的计算方法

为 

1

( 2)
j

j t

v
j

d
=

=

−∑              (5) 

3.3 行满秩条件 
即使精心选择母矩阵中的偏移因子，扩展后的

矩阵中仍然存在短环。因此需要通过GF( )q 上非零

元素的选择，进一步消除短环的影响。矩阵中形成

环的部分通过行列调整都可以构成一个方阵。 式(6)
所示为长度为2l 的环组成的方阵： 
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如果 dC 线性相关则存在一组非零系数 T，使得
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0d ⋅ =C T 。由此可能存在一个码字 {0, , 0, ,′ =c T  
0, , 0} ，满足 0q ′⋅ =H c 。由此引入低重量码字，

等价于小的码距，带来比较高的误码平层。因此需

要通过 GF( )q 上非零元素的选择避免这个情况出

现。矩阵 dC 线性无关的条件是 det( ) 0d ≠C ，因此有

如 下 所 示 行 满 秩 条 件 (Full Rank Condition, 
FRC)[4]： 

2 1 2
1 1

l l

i i
i i

β β−
= =

≠∏ ∏             (7) 

由于GF( )q 上的元素可以用本原元的幂次方表

示，此时形成环的矩阵可以表示为 
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满秩条件中GF( )q 上的乘法可以通过本原元幂的加

法表示，新的满秩条件为 
2

1

1

mod ( 1) , 1 0
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⎢ ⎥− − ≠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑         (9) 

通过对上面条件的变换，将环的形成条件与满

秩条件统一起来。此时可以用相同的方法统一考虑

二者的影响。 

4  准循环多进制 LDPC 码的构造算法 

多进制 LDPC 码的构造步骤主要根据度分布，

通过 PEG[9]算法构造母矩阵。然后根据环的形成条

件和环的连通性确定偏移因子，得到扩展后的二进

制 LDPC 矩阵 bH 。 后根据环的满秩条件确定 bH
上‘1’的位置GF( )q 非零元素的替代值，从而得到

校验矩阵H。 
一般情况下，校验矩阵H是否满秩由母矩阵结

构、偏移因子和非零位置替代值共同决定。而当母

矩阵满足某些特定结构或者度分布特性，如采用

eIRA 结构[13]或者 dv=2 的满秩矩阵时，扩展得到的

H 矩阵一定是满秩的，码率也由母矩阵的大小唯一

确定。下面将对准循环多进制 LDPC 码的构造算法

展开进行讨论。图 1 所示为该构造算法的简要流程。 
4.1 母矩阵构造 

由于经过迭代译码之后变量节点度越小的点越

不可靠，因此需要优先考虑度小的变量节点，尽量

避免度小的变量节点之间形成短环。在构造过程中

按照度的大小从小到大进行排序，通过 PEG 

(Progressive Edge Growth)算法逐步添加到母矩阵

中进行构造。PEG 算法是贪婪算法，每次添加的边，

都使当前添加的变量节点局部环长 大。 

 

图 1 构造算法简要流程 

4.2 母矩阵扩展 
通过逐个添加变量节点的方式，根据扩展后矩

阵中环的形成条件和环的连通性逐列确定偏移因

子。对于新添加的变量节点，首先搜索与已添加变

量节点在母矩阵中形成的短环，得到环的集合，然

后建立方程组确定偏移因子，从而得到扩展矩阵

bH 。 

4.2.1 搜索图中的环  为了找到母矩阵中的环，我们

把母矩阵展开为树的形式。在 PEG 算法中，通过建

立 小生成树找到图中 短的环。然而 小生成树

并不能帮助找到图中所有的环，因此我们采用了一

个新的方法。假设 lQ 为第 l 层中所有节点的集合，
1l+Q 表示图中与 lQ 中的节点相连的所有节点的集

合。如果在集合 lQ 中存在相同的节点，同时它们在

树中的父节点不同，那么母矩阵中存在一个长度为

2l 的环。 

环的搜索复杂度随着环的层数增加几何级数增

长，同时对性能影响比较大的主要是短环，因此不

需要设置太大的展开层数。文献 [14]给出了规则

LDPC 码( , )c vd d 中 小环长的下界。 
lg( / 1)

1
lg( 1)( 1)
c c v

v c

m d m d d m
t

d d
× − × − +

= −
− −

    (10) 

⎣ ⎦( 2) 2g t= + ×                         (11) 

其中m 为码长， cd 为校验节点度， vd 为变量节点度，

⎣ ⎦⋅ 为下取整操作。 

令搜索的层数 /2+1tL g≥ 。在复杂度允许的范

围内适当增大 tL 的值， 小为 /2+1g 。 

下面以变量节点 jV 为例，说明如何搜索得到与

它有关的环。 

(1)初始化： 0l = , { }l
jV=Q ； 

(2)寻找所有与 lQ 相连的节点，加入队列 1l+Q

中，记录各自的父节点信息； 1l l= + ； 

(3)如果 tl L≤ ，则返回步骤(2)，否则跳出，完
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成了环的搜索过程。 
步骤(2)中，如果 lQ 中元素同时满足下面 3 个条

件，则形成了一个当前变量节点相关的环： 
(a)在同一层存在相同的节点； 
(b)它们的父节点不同； 
(c)它们在第 1 层中祖先节点不同。 
条件(a)保证了环的存在，条件(b)和条件(c)保

证了形成的环起止于根节点。 
当满足这些条件的节点存在时，在树中回溯它

们的祖先节点，并记录在一个链表上，从而得到与 jV

有关的长度小于 2 tL 的所有环，记为 jΨ 。同时计算

环的 ACE。 
4.2.2 偏移值的搜索  找到图中所有长度小于2 tL 的

环后，根据环的形成条件建立相应的方程组。令 jV 为

当前连接到图 cG 的变量节点，它的度为
jVd ,  

1 2[ , , , ]
vjj db b b=B 是偏移矩阵中与 jV 有关的元素的 

集合。 jB 中的每一个元素的取值范围是 [0, 1]s − 内

的整数，记为 jdv
j ∈B X 。 jB 中的所有元素初始化

为 0，建立的方程组与 jB 的两个元素有关。根据 
2 1

1
( 1)

t i
ii

p+
=

−∑ ，建立起所有环对应的方程组集合 

E 。由于要同时考虑环长和环的连通性，在偏移因

子的搜索时首先确保没有 4 环，然后考虑 ACE 与环

长的一半之和作为度量，以此减少小的停止集出现

的概率。 
偏移因子的穷举搜索可以得到方程组 优解，

但是搜索空间的大小随着变量节点的度和单位矩阵

大小的增加呈几何级数增长。在两者比较大的时候，

穷举搜索复杂度太高，因此考虑随机构造得到一个

偏移矩阵，然后使用次优的贪婪算法进行搜索。 
将集合 jB 分为 ( 1)/2

j jV Vd d − 组，每组包含两个

不同的元素，表示为 
{( , ) | , [1 ], [1 ]}

j jm n v vCLU b b m n m d n d= ≠ ∈ ∈  (12) 

然后建立对应的方程组集合，集合中的每一个

方程组都与CLU 中元素有关。贪婪算法的具体步骤

如下： 
(1)初始化 k 为 1； 
(2)将集合E 中所有的与 kb 有关方程合并到集

合 kE 中； 
(3)遍历 0 到 1s − 区间内的所有值，将集合中

max min(ACE /2)G+ 的值作为解输出，同时更新

kE 中所有的方程。k 自增 1。如果
jvk d> ，那么跳

至步骤(4)，否则跳至步骤(2)； 
(4)更新 jB 中的元素。 

4.3 非零元素替代 
通过前面的方法得到了扩展后二进制矩阵后，

根据满秩条件式(8)，进行非零元素的替代。由于扩

展后的矩阵中部分变量节点所在的环比较长，可能

不在搜索的环长范围内，因此我们首先通过随机替

代的方式初始化多进制 LDPC 码的校验矩阵 qH 信

息位部分，然后在校验位部分对应的位置填 1。接

着 搜 索 扩 展 后 的 矩 阵 bH 中 的 短 环 ， 根 据 
2 1

1
( 1)

l i
ii
r+

=
−∑ 建立对应的方程组集合 qE 。 后通过

贪婪算法搜索得到相应的非零元素进行调整。令

1 2( , , , )qVj
j dr r r=R 是 qH 中与 q

jV 有关的元素的集

合。 jR 中的每一个元素的取值范围是 [0, 2]q − 内的

整数。将集合 jR 分为 ( 1)/2q q
j jV Vd d − 组，每组包含两 

个不同的元素，表示为 

{( , ) | , [1 ], [1 ]}q q
j jR m n v vCLU r r m n m d n d= ≠ ∈ ∈ (13) 

然后建立对应的方程组集合，集合中的每一个

方程组都与 RCLU 中元素有关。非零元素替代的具

体步骤如下： 
(1)初始化 k 为 1； 
(2)将集合 qE 中所有的与 kr 有关方程合并到集

合 q
kE 中； 
(3)遍历 0 到 2q − 区间内的所有值，将集合中 

2 1
1
( 1) 0

l i
ii

r+
=

− ≠∑ ，或者等于零的个数 少的值作 

为解输出，同时更新 kE 中所有的方程。k 自增 1。 

如果 q
jvk d> ，那么跳至步骤(3)，否则跳至步骤(1)； 

(4)更新 jR 中的元素。 
得到对应的元素后，转换到对应的GF( )q 元素

上，得到 终的多进制 LDPC 码校验矩阵。 

5  仿真结果与分析 

在这一节中，我们利用前面描述的方法构造了

GF(8), GF(16)域上的 LDPC 码，等效比特码长

1152，码率 1/2，母矩阵大小为16 32× 。同时构造

了相同参数的二进制 LDPC 码进行比较。这些

LDPC 码的校验矩阵均为 eIRA 结构[13]。表 1 所示

为对应的构造参数。 
图 2 表示了当码长比特数一定时，GF 域的阶数

q 与 小码距 d 的上界的对应关系(码长归一化到 1 
bit)。从图中可以看出，当码长比特数不变时，q 越

大，LDPC 码 小码距的上界越小，因而越容易出

现误码平层。根据普洛特金限，构造得到的 GF(2)
上的 LDPC 码的 小码距上界约为 576, GF(8)上的 

表 1 LDPC 码构造参数 

有限域 GF(2) GF(8) GF(16) 

码长 1152 384 288 

s  36 12 9 
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图 2 q 与 sup(dmin)对应关系图 

LDPC 码的 小码距上界约为 336, GF(16)上的

LDPC 码的 小码距上界约为 213。 
利用参考文献[15]中给出的对应参数下优化后

的度分布，构造母矩阵： 
GF(2)上度分布为 

2 6( ) 0.2655 0.2389 0.4956x x x xλ = + +     (14) 
6 7( ) 0.9292 0.0708x x xρ = +              (15) 

GF(8)上度分布为 
2 3 4( ) 0.4545 0.1023 0.2727 +0.1705x x x x xλ = + + (16)  

4 5( ) 0.4545 0.5455x x xρ = +                  (17) 

GF(16)上度分布为 
2 3 4( ) 0.64 0.24 0.0533 0.0667x x x x xλ = + + +   (18) 

3 4( ) 0.2667 0.7333x x xρ = +                 (19) 

仿真环境为 AWGN 信道，采用的译码算法为

BP 译码算法[1]，迭代次数 50 次。通过 PEG 算法，

根据式(13)~式(18)给出的度分布构造得到对应的

母矩阵。然后根据环的形成条件式(4)得到对应的二

进制矩阵。 后根据行满秩条件进行非零元素的替

代，从而得到多进制矩阵。 
图 3所示为GF(8)上随机替代和根据FRC准则 

搜索得到的多进制LDPC码与二进制LDPC码的性 
能比较。从仿真结果可以看出，根据 FRC 准则搜索

得到的多进制 LDPC 码与随机替代得到的多进制

LDPC 码相比有更好的性能，特别是在高信噪比条

件下。优化后的八进制 LDPC 码与二进制 LDPC 码

相比，在 BPSK 调制方式下，性能有 0.2 dB 的提升；

在 8PSK 调制方式下，性能有 0.3 dB 的提升。 

图 4 所示为 GF(16)上随机替代和根据 FRC 准

则搜索得到的多进制LDPC码与二进制LDPC码的

性能比较。从仿真结果同样可以看到，根据 FRC 准

则搜索得到的多进制 LDPC码与随机替代得到的多

进制 LDPC 码相比有更好的性能。优化后的十六进

制 LDPC 码与二进制 LDPC 码相比，在 BPSK 调

制方式下，性能有 0.2 dB 的提升；在 16QAM 调制

方式下，性能有 0.35 dB 的提升。 

图 5所示为GF(16)上不同的构造方法得到的码

的误帧率性能比较。图中循环码为文献[4]中给出的

仿真结果，码长 1504、码率 1/2，仿真环境为 AWGN

信道下采用 BPSK 调制， 大迭代次数为 1000。我

们用前面的方法构造得到了码长为 1536、码率 1/2

的多进制 LDPC 码，采用相同的仿真环境， 大迭

代次数为 50 次。从仿真结果我们可以看到在 410− 附

近有 0.25 dB 的性能提升。 

从仿真结果看，根据 FRC 准则进行非零元素的

替代得到的多进制 LDPC 码具有更好的性能。优化

后的多进制 LDPC 码与二进制 LDPC 码相比，性能

有比较大的提升。在有限域阶数与调制阶数匹配的

情况下，性能提升更明显。同时在有限域阶数比较

低的情况下，采用本文中提出的构造方法得到的多

进制 LDPC 码与循环码相比具有更好的性能。 

 

图 3 GF(2)与 GF(8)                      图 4 GF(2)与 GF(16)              图 5 GF(16)上码率 1/2 不同构造 

误帧率性能比较                          误帧率性能比较                 方法得到的码的误帧率性能比较 
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6  结束语 

本文研究了准循环多进制 LDPC 码的构造，详

细说明了准循环多进制 LDPC码的设计流程和构造

方法。在母矩阵扩展时综合考虑了环长和环的连通

性对性能的影响，进行偏移因子的选择。为了进一

步减小短环对性能的影响，降低误码平层，我们对

多进制 LDPC 码校验矩阵中GF( )q 上非零元素替代

进行了研究。在前人研究的基础上，推导得到新的

替代准则。新的替代准则与偏移因子的选择具有类

似的表示方法，从而可以统一到一个框架下进行研

究。在这个统一的框架下，我们提出了次优解的搜

索方法，具有更低的复杂度。 后，我们将提出的

方法用于不同阶数下 LDPC 码的构造。仿真结果表

明，优化后的多进制 LDPC 码的性能与二进制码相

比，在 BPSK 调制方式下在误帧率 410− 附近性能有

0.2 dB 的提升；在有限域阶数与调制阶数匹配的情

况下，性能有 0.3~0.35 dB 的提升。新的构造方法

具有很好的灵活性，并且具有比较低的构造复杂度，

可以用于不同参数的准循环多进制 LDPC 码的构

造。 
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