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基于状态转移矩阵逼近的椭圆球面波函数求解方法 

钟佩琳
*    王红星    赵志勇    刘锡国    刘传辉 

(海军航空工程学院电子信息工程系  烟台  264001) 

摘  要：该文针对现有椭圆球面波函数(PSWFs)求解算法存在的效率低、硬件实现复杂度高，尤其是精度不可控

的问题，结合线性时变系统理论，提出一种基于微分方程状态转移矩阵逼近的 PSWFs 求解方法。该算法通过求解

小区间上的状态转移矩阵来逼近整个时间区间上的状态转移矩阵，进而求得离散时间点上的系统运动轨迹，即

PSWFs 数值解。理论推导了求解误差并修正了算法，修正后算法具有简明的误差表达式，与 Parr 算法和 Legendre

多项式逼近算法在求解精度和复杂度上进行了对照分析。结果表明，该文算法求解精度高且可控，时间和空间复杂

度低，易于硬件实现。 
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Abstract: The existing algorithms for Prolate Spheroidal Wave Functions (PSWFs) have poor efficiency, high 

complexity in hardware implementation and especially uncontrollable precision. To overcome the above weaknesses, 

a new algorithm based on state transition matrix approximation of differential equation is proposed combining the 

theory of linear time-varying system. In the new algorithm, the state transition matrix on the whole interval is 

approximated by the ones on very small intervals. After that, the movement track of the system on discrete time 

spot is attained, and that is the numerical solution of PSWFs. The expression of error to the precise value is 

deduced theoretically and then the algorithm is improved to get the briefer error expression. The new algorithm is 

compared and analyzed with the one proposed by Parr and the approximation algorithm of Legendre polynomials 

on the calculation precision and complexity. The simulation results show that the proposed algorithm has high and 

controllable precision, low complexity and are easy for hardware implementation. 
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1  引言  

1961 年，贝尔实验室的 Slepian 等人[1]首次提

出 椭 圆 球 面 波 函 数 (Prolate Spheroidal Wave 
Functions, PSWFs)的概念，建立起该函数所满足积

分方程与微分方程的关系，并证明了该带限函数集

在给定时间区间内具有最佳能量聚集性。此外，该

函数集还具有完备性和双正交性等优良特性[2,3]，因

此具有广阔的应用前景 [4 6]− 。 
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由于 PSWFs 的闭式解难以求取，因此通常采

用数值求解及逼近表示等方式求得其近似解。目前

主要的 PSWFs 近似求解方法有：一是 Parr 等人[7]

提出的基于 PSWFs 积分方程特征值分解的数值解

法(简称 Parr 算法)。该方法对 PSWFs 所满足的积

分方程进行离散化，构造 Toeplitz 矩阵，其特征向

量即为所求 PSWFs。这种算法物理意义明确，便于

计算机运算，可求得任意频段具有任意带宽的

PSWFs，但随着采样点数的增加，矩阵维数随之增

加，导致计算量大大增加，计算时间长，效率低。

而 PSWFs 的求解精度与采样点数密切相关，因此，

该算法不适用于对 PSWFs 精度要求较高的场合。
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二是根据PSWFs的微分方程定义式，采用Legendre
多项式逼近的方法求得 PSWFs 的近似解[8]。该算法

通过增加多项式阶数可以无限逼近精确解，但其与

精确解之间的误差目前还没有定量的表示形式，同

时，该方法随着多项式阶数的增大，计算量增幅较

大，效率较低。三是建立 PSWFs 积分方程与矩阵

的对应关系，求解矩阵特征值与特征向量，得到

PSWFs 近似数值解，再通过插值重构的方法恢复信

号波形[9,10]。该方法与 Parr 算法一样可以求解任意

频段上的 PSWFs 近似解，但求解过程中需要进行

多次数值积分，运算量大，不易于用硬件实现。文

献[11]在此基础上进行了改进，降低了运算复杂度，

但仍然无法给出所采用算法的求解误差水平。 
已有的近似求解方法大都颇为繁复，硬件实现

复杂度高。同时，由于 PSWFs 精确解难以求取，

目前已有算法缺乏误差分析，求解精度难以精确控

制，这些因素均在一定程度上限制了 PSWFs 的应

用。因此，对 PSWFs 的求解方法进行研究，寻找

一种计算简便、易于硬件实现、特别是精度可控的

近似求解方法具有重要的理论意义和应用价值。 
针对已有 PSWFs 近似求解方法中存在的计算

量大、效率低、精度不可控和硬件实现复杂度高等

不足，本文从全新的角度提出一种基于微分方程分

段状态转移矩阵逼近的 PSWFs 求解算法。通过构

造状态方程，以 PSWFs 为状态变量，求解方程状

态值。算法将时间区间进行分段，在每个小区间上

通过泰勒级数展开求得状态转移矩阵，并得到每个

时间点状态值与真值的计算误差，该误差可通过改

变区间划分个数和展开式阶数来进行控制。因此，

采用本文算法不仅能够得到较为精确的 PSWFs 数

值解，而且求解精度可控，可满足不同工程实际对

脉冲精度的要求。同时，计算简便，复杂度低，易

于硬件实现。 

2  基于分段状态转移矩阵逼近的 PSWFs 脉

冲求解方法 

持续时间为 T 的 PSWFs 满足如下齐次线性时

变微分方程： 
2
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其中 ( )n tψ 为 n 阶 PSWF, nχ 为 n 阶 PSWF 对应的

特征值，c TBπ= 为时间带宽积，B 为脉冲带宽。c

和 ( )n cχ 是决定方程解的重要参数， ( )n cχ 可根据 c

和 n 的取值范围选择不同的计算公式得到[8,12]。 

整理式(1)，得到 
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式(2)所表示的系统 s 域框图如图 1 所示。 

 

图 1 微分方程 s 域框图 

由图 1 可知，在式(2)所表示的线性系统中，

PSWFs 是该系统的状态变量，其在 [ /2, /2]T T− 内

的取值对应着系统在该时间区间内的运动轨迹，求

解 ( )n tψ 也即求解该系统的零输入响应。将式(2)降
阶，得到 PSWFs 微分方程的状态方程。 
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( )n tψ 为第 1 维状态变量。 
根据线性系统理论，式(3)基于状态转移矩阵的

解可表示为 
( ) ( , /2) ( /2)t t T T= − −x xΦ          (4) 

其中 ( /2)T−x 为系统在初始时刻 /2T− 具有的初始状

态， ( , /2)t T−Φ 为式(4)从初始时刻 /2T− 到 t 时刻的

状态转移矩阵。 
时变微分方程的状态转移矩阵非常难以求取，

但在工程中我们可以进行近似处理，只要满足一定

的精度要求即可。因此，将区间 [ /2, /2]T T− 等间隔

划分为 N 个小区间 1[ , ]i it t− , 1,2, ,i N= " ，记 s it t=  

1it −− ，通过数值逼近微小区间内的状态转移矩阵来

获得 [ /2, /2]T T− 上的近似状态转移矩阵，从而得到

式(4)的数值解。 
设 1( , )i it t −Φ 为 1[ , ]i it t− 这一微小区间上的状态转

移矩阵，则式(4)在 it 时刻可表示为 

1 1( ) ( , ) ( ), 1,2, ,i i i it t t t i N− −= =x x "Φ     (5) 

由式(5)可知，只要求得 1( , )i it t −Φ ，便可通过小区间

上状态转移矩阵的连乘求得系统在每一时刻的状态

值。 
根据线性系统理论， 1( , )i it t −Φ 具有以下性质： 
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经推导， ( )tA 具有足够可微性，因此， 1( , )it t −Φ
具有直到 n 阶导数，可对 1( , )it t −Φ 进行泰勒级数展

开得到近似计算式，同时可以通过给定局部截断误

差的阶数，得到近似计算式的计算精度。将 1( , )it t −Φ
在 1it − 处按泰勒级数展开，然后令 it t= ，有 
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其中 ( )n
sto 为 n

st 的高阶无穷小，也即近似计算式的截

断误差。这样，通过取不同的 n 值，即可得到

1( , )i it t −Φ 在区间 1[ , ]i it t− 上具有不同精度的近似计算

式。如取 n=1，并利用性质式(6)，则有 
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如取 n=2，有 
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按此类推，忽略 st 的高阶无穷小，即可得到各

分段区间上具有更高阶精度的近似状态转移矩阵计

算式。 

3  算法误差分析 

设 1( , )i it t −Φ 为区间 [ ]1,i it t− 上状态转移矩阵的精

确解， ( )itx 为在离散时刻 it t= 时状态的精确解，
l

1( , )i it t −Φ 为利用泰勒级数展开求得的近似解，则根

据式(7)和式(5)可得 
l
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由式(10)可知，本文算法的求解误差仅来自于区间

状态转移矩阵的截断误差。根据式(11)，在计算每

一离散时刻的状态值时，该时刻之前每一个小区间

上状态转移矩阵的截断误差会得到传播，影响状态

值的计算精度。 
令 ( )itx� 为带有舍入误差的近似解，经推导得 it

时刻的误差为 
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状态转移矩阵中的任意 i-k 个不同矩阵进行连乘，

并对这 i k
iC − 种可能的情况进行求和。例如， 3t 时刻

的误差为 
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从式(12)可以看出， ie 与 it 时刻前每一个小区间

的状态转移矩阵均有关联，证明了误差的传播，但

由于表达式非常复杂，难以得到具体的误差量级。 
为了得到简单明确的误差项表达式，同时进一

步降低计算误差，下面从消除小区间近似状态转移

矩阵给状态值计算带来的误差入手，通过修正每一

个离散时刻的状态值来抑制误差的传播。 
记 ( )itx�� 为修正后 it 时刻的状态值， ie� 为修正后

it 时刻的误差，则经推导得修正计算式及误差如下： 
l

1 2( ) ( ) ( , ) ( ), 2n
i i s i i it t t t t t i− −= − ≥x x x� ��� �Φ    (14) 

1( ) ( )n
i s it t −=e o x�� �                      (15) 

修正算法即在 it 时刻将按式(7)求得的 ( )itx� 代入式

(14)进行修正。在推导过程中，舍掉了含有 2( ) ( )n
s it to x

的项，因为该项数值非常微小。例如，当微分方程

定义区间 T=2，采样点数为 100，区间状态转移矩

阵具有二阶精度时， 2( )n
sto 的量级为 1210− ，因此该

项可以忽略不计。从式(15)可以很容易地得到每一

个离散时刻的状态值计算误差，由于 1( )it −x�� 会随着

采样点数及微分方程参数的变化而变化，因此，为

了对计算误差有一个更直观的了解，我们引入相对

误差来表征计算误差。 
记 rie� 为修正后 it 时刻的相对误差，则有 

[ ] 1( )

( ) ( )

n
i s i

ri

i i

t t

t t
−= =

o xe
e

x x

���� � �� �
         (16) 

当采样点数较多时， 1( )/ ( ) 1i it t− ≈x x� �� � , ri ≈e�  

( )n
sto ，由此可知采用修正算法后每一离散时刻状态

值的相对误差均约为 ( )n
sto ，因此本文算法的求解精

度取决于区间状态转移矩阵的展开式阶数和采样点

数。例如，当微分方程定义区间 T=2，采样点数为

100，区间状态转移矩阵具有二阶精度时，相对误差

量级为 610− 。 

4  算法性能及仿真分析 

4.1 算法精度仿真分析 
由于目前无法计算 PSWFs 的精确解，同时已

有的PSWFs求解算法难以得到简明的误差表达式，

因而求解精度未知，无法进行确切的比较。但由第

2 节可知，本文算法与真值间的误差来源于泰勒级
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数展开式的截断误差，具有简明的表达形式，因此，

可以在PSWFs精确解未知的条件下获得求解误差，

便于根据实际需求进行精度控制。                                                                          
作为对照分析，下面在 T=2, 2c π= ，采样点

数 N=500, Legendre 多项式的阶数为 30 的条件下，

给出了分别采用 Parr 算法、Legendre 多项式逼近

算法以及本文的二阶修正算式所求得零阶PSWF时

域波形和功率谱，如图 2，图 3 所示。其中，Parr
算法与本文算法具有完全相同的仿真条件，

Legendre 多项式阶数满足逼近表示的基本条件

⎣ ⎦2( 1) 20M e c≥ ⋅ + = ，具有较高的精度。 
从图 2，图 3 中可以看出，本文算法与 Parr 算

法所求得的 PSWF 时域波形和功率谱基本一致，而

与 Legendre 多项式逼近算法求得的 PSWF 在波形

和功率谱上稍有差别，Legendre 多项式逼近算法所

得 PSWF 功率谱主瓣宽度比其他算法小，但旁瓣要

高出 5 dB。按照图 2 的仿真条件，二阶计算式的相

对计算误差为 86.4 10−≤ × ，已经具有较高的求解精

度。此外，以上 3 种算法得到的 PSWF 的主瓣能量

聚集度均为 99.98%以上，具有较高的功率效率。 
4.2 复杂度分析 

在工程应用中，计算方法的时间和空间复杂度

的高低直接决定了波形产生的实时性好坏和对硬件

处理水平要求的高低。在高速通信系统中，减小计

算量和对存储空间的需求，既可增强波形产生的实

时性，又可节约成本。在本文算法中，小区间上状

态转移矩阵的求解只需进行简单的 2 维矩阵运算，

然后与区间前端时刻状态值相乘作为区间末端时刻

的状态值。整个计算过程所占用的存储空间与计算

一个时刻状态值所用空间相同，增加区间划分个数

不会增加算法对存储空间的需求，因此，本文算法

空间复杂度非常低，要明显低于已有 PSWFs 求解

方法。 
为进一步分析算法的时间复杂度，下面对本文

算法、Parr 算法以及 Legendre 多项式逼近算法的

计算量进行比较分析。 
当采样点数为 N 时，采用 Parr 算法求解

PSWFs，所需加乘运算次数为 2( 1)/4N N + 。由 M
阶 Legendre 多项式逼近表示 PSWF 需要进行 40M  

3(2 1) /4N M M+ − + 次加乘运算，其复杂度与 N 和

M 均有关。采用本文算法，如选用二阶修正计算式

则需要 54N 次加乘运算。图 4 为 3 种算法所需计算

量与离散采样点数目的关系曲线。 
由图 4 可知，本文算法的计算量要明显小于

Parr 算法，随着采样点数的增加，优势越来越明显。

在采样点数为 150 时，本文算法已经比 Parr 算法的

计算量低了两个数量级。采样点数相同时，本文算

法与阶数为 20 的 Legendre 多项式逼近算法的计算

量相当，随着采样点数的增加，本文的算法的计算

量慢慢超过 20 阶 Legendre 多项式逼近算法，但由

于 M=20 是满足逼近表示条件的最小值，此时该算

法的精度较低，当增大阶数以提高逼近精度时，计

算量会显著增加，如 M=30 时，Legendre 多项式逼

近算法的计算量已经超过了本文算法。因此，经过

综合比较，本文算法的计算复杂度明显低于 Parr 算
法和 Legendre 多项式逼近算法。 

5  结论 

针对已有 PSWFs 近似求解算法计算量大、硬

件实现复杂度高和求解精度不可控的问题，本文利

用 PSWFs 微分方程定义式，从状态方程求解的角

度，采取分段状态转移矩阵逼近求解的方式，提出

一种新的 PSWFs 近似求解方法。该方法不仅可以

以较低的计算复杂度获得较高的求解精度，同时可

以得到与精确值之间的误差。经理论推导，该算法

精度取决于时间区间划分个数即采样点数和区间状

态转移矩阵展开式的阶数，在每一个离散时间点的

求解误差约为 1( )n
st
+o 。在相同采样点数的条件下，

本文算法所求PSWFs时域波形和功率谱与Parr 算

法基本一致，近似计算式阶数取 2 即可获得较高的 

 

图 2 采用不同算法求得的零阶 PSWF 时域波形        图 3 零阶 PSWF 归一化功率谱             图 4 不同算法计算量比较 
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精度。在时间和空间复杂度上，本文算法要明显低

于后两者。总体来说，本文算法计算简便，运算量

低，易于硬件实现，特别是可以获得离散时间点上

的计算误差，精度可控，能够满足不同工程实际需

求。 
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