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基于稀疏最小二乘支持向量回归的非线性自适应波束形成 
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(电子科技大学自动化工程学院  成都  611731) 

摘  要：该文基于 小二乘支持向量回归(LS-SVR)模型提出一种非线性自适应波束形成算法，以提高模型失配、

小样本数、复杂多干扰等情况下的自适应波束形成器的鲁棒性。推导了高维矩阵逆矩阵求解的递推快速算法，实现

了回归参数的实时求解。采用奇异性准则实时寻找输入样本集的具有较小信息冗余度的子集，并在该子集上完成波

束形成计算，使得 LS-SVR 波束形成的求解得以稀疏化，提高了学习效率，降低了计算复杂度与系统存储空间需

求。对比仿真结果验证了所提算法的正确性和有效性。 
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Least Squares Support Vector Regression 
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Abstract: A nonlinear adaptive beamforming approach based on Least-Square Support Vector Regression (LS-SVR) 

is proposed to enhance the beamformer’s robustness against array model mismatch, constrained samples numerous 

interferences, etc. The approach has two highlights, one is a recursive regression procedure to compute the 

regression parameters on real-time, the other is a sparse mode based on novelty criterion, which can significantly 

reduce the size of the input samples. Applying the sparse model to LS-SVR beamforming leads to reduced 

computation complexity and better generalization capacity. The theory analysis and experimental results show 

that the proposed beamforming approach could improve array performance significantly over several classical 

linear beamforming methods.  
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1  引言  

波束形成技术在雷达信号处理、移动通信、声

呐、医学成像等领域得到了广泛的应用。标准波束

形成算法对阵列指向误差、阵列扰动、样本快拍数

有限等非理想因素非常敏感[1]，增强模型失配等非理

想情况下的波束形成算法的鲁棒性已成为自适应阵

列信号处理研究的热点问题之一。 
传统的鲁棒波束形成算法，如对角加载算法[2]，

可有效提高阵列导向失配与样本数受限时波束形成

器的鲁棒性，但是在高输入信噪比(SNR)时性能改

善有限。近年来，基于椭圆凸集理论与 差性能

优的波束形成算法[3]以及基于导向矢量失配校正的

鲁棒波束形成算法[4,5]的提出有效解决了 优加载量
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求解问题，但对于相干干扰、较差的阵列校正与信

号波前失真等情况下的性能改善则非常有限。此外，

针对波束指向施加约束可提高算法的鲁棒性[6]，但在

阵列规模有限条件下，约束条件的增加降低了复杂

环境下的干扰抑制能力。 
非线性波束形成算法针对上述问题提供了有效

解决途径。文献[7]将神经网络技术应用到波束形成

算法中，有效提高了非平稳环境下的波束形成算法

的鲁棒性，但同时该方法也存在局部 优解、过拟

合等问题。文献[8,9]将支持向量机(SVM)应用到自

适应波束形成中，引入不等式约束旁瓣功率与允许

期望信号导向矢量存在特定偏差，有效提高了多干

扰环境下波束形成器的鲁棒性，同时增强了噪声与

干扰的抑制能力，但 SVM 是一种批处理模式，计

算复杂难以实现权矢量的实时更新。文献[10]提出了

小二乘支持向量机(LS-SVM)算法，将 SVM 求解
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从二次规划问题转化为解线性方程组，使得算法求

解复杂度大大降低。 
为解决复杂应用场景下的波束形成器的鲁棒性

问题，本文基于 小二乘支持向量回归模型(LS- 
SVR)提出一种非线性鲁棒波束形成算法。为实现波

束形成的高效求解，推导了回归参量的高效迭代计

算方法，并基于奇异性准则解决 LS-SVR 求解的稀

疏化问题，增强算法的泛化能力与学习效率。 

2  信号模型与线性最优波束形成 

考虑M 个阵元间距为d 的均匀线阵，设空间远

场D 个窄带非相关平稳信号从方向 ( )1 2, , , Dθ θ θ 入

射到阵列，在采样时刻 t , M 维阵列输出数据快拍

矢量 ( )tx 为 
( ) ( ) ( )t t t= +x As n            (1) 

其中 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Dθ θ θ=A a a a 为输入信号导向矢量

矩阵， ( ) T
1 2[ ( ), ( ), , ( )]Dt s k s k s k=s 为输入信号矢量，

( )tn 为零均值、复高斯噪声矢量， ( ) [1,iθ =a  
( ) ( ) ( )2 sin / 2 sin 1 / T, , ]i ij d j d Me eπ θ λ π θ λ− − − 为入射方向为 iθ

的导向矢量，λ为载频波长。 
波束形成器输出为阵列输出快拍矢量的线性组

合： 
( )H( )y t t= w x              (2) 

其中 T 1
1[ , , ] M

Mw w C ×= ∈w 为阵列权矢量。 
约束期望信号入射方向的阵列增益为单位增

益，同时使得阵列输出功率 小化，则 小方差无

失真波束形成算法(MVDR)可表述为 

H H
1, s.t.   ( ) 1min θ =

w
w Rw w a       (3) 

采用用Largrange乘数法求解式(3)，得MVDR算法

的 优解为 
1

1
H 1

1 1

( )

( ) ( )

θ
θ θ

−

−=
R a

w
a R a

          (4) 

为获得 优权值，干扰加噪声协方差矩阵必须

精确已知。在实际应用中，R由采样自相关矩阵估 

计 ( ) ( )H

1

1 K

k

k k
K =

= ∑R x x 代替，其中K 为样本快拍 

数。 

由式(4)可知，MVDR 的解取决于阵列导向矢量

与采样自相关矩阵。而在实际场景中，导向矢量失

配、波前失真、多干扰以及有限样本数等非理想因

素均可影响采样自相关矩阵的估计精度。 

3  LS-SVR 波束形成 

针对独立同分布的输入空间训练样本{( , ) |i iyx  
, , 1, , }N

i iR y R i l∈ ∈ =x ，非线性支持向量回归利

用非线性映射 ( )φ i ，把x 映射到某一特征空间H中，

在这个特征空间中进行线性回归分析： 
H( ) ( )f bφ= +x w x             (5) 

其中b R∈ 表示阈值， NR∈x , ∈w H , : NRφ → H。 
LS-SVR 将标准支持向量回归中的不等式约束

改为等式约束，并利用经验风险的偏差的二次方取

代标准支持向量回归中的一次方关系，可表示为下

述等式约束优化问题[11]： 

22

1
T

1
min ( , )

2

s.t.   ( ) ,  1,2, ,

l

i
i

i i i t

J e C e

e y b i lφ
=

⎫⎪⎪= + ⎪⎪⎬⎪⎪= − − = ⎪⎪⎭

∑w w

w x
   (6) 

对于阵列波束形成， 小化阵列权矢量w 的范

数并使波束形成估计输出误差的二次方 小，可使

波束形成问题与 LS-SVR 问题相等价。但是波束形

成器的输入样本、需求解的阵列权矢量与阵列输出

均为复矢量或复数，而支持向量回归中目标函数的

变量均为实变量，为了应用所提出的算法，需首先

将 t 时刻的样本快拍集 , , 1, ,i t i N=x ，期望波束形

成器输出 , , 1, ,i t i N=y 及权矢量 tw 改写为实矢量

的形式： 
T

T T 2
, ,

, T
T T 2

, ,

T
T T 2

H
,,

T T T T
, ,

Re( )  Im( ) ,

     1, ,

Im( )   Re( ) ,

     1, ,2

Re( ) Im( )

Re( ) Re( ) Im( ) Im( ),

   

M
i t i t

i t
M

i t t i t t

M
t t t

i tti t

t i t t i t

R

i N

R

i t N

R

y

− −

⎧⎪⎡ ⎤⎪ ∈⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎪⎪⎪ =⎪⎪= ⎨⎪⎡ ⎤⎪ − ∈⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎪⎪ = +⎪⎪⎩
⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⋅ + ⋅

=

x x

x
x x

w w w

w x

w x w x

T T T T
, ,

       1, ,

Re( ) Im( ) Im( ) Re( ),

       1, ,2

t i t t t i t t

i N

i t N

− −

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ = ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎪⎪ ⎪⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎪ ⎪⎪⎩ ⎪⎭

w x w x

 (7) 

将式(7)的代入式(6)，则 LS-SVR 波束形成问题

的目标函数可重写为 
2

2 2
,

1

T
,, ,

1
min ( , )

2

s.t.   ( ) ,  1,2, ,2

N

t tt i t
i

i tti t i t t

J e C e

e y b i Nφ
=

⎫⎪⎪= + ⎪⎪⎬⎪⎪= − − = ⎪⎪⎭

∑w w

w x
 (8) 

其解为下述 Lagrange 函数的鞍点： 
,

2
T

,, , ,
1

( , , , )

 ( , ) { ( ) }

i t tt t

N

t i ttt i t t i t i t
i

L b e

J e b e yα φ
=

= − + + −∑

x

w w x

α

(9) 

其中 Lagrange 乘子 T
1 2 2( , , , )t Nα α α=α 为待求回

归参数矢量。根据 KKT(Karush-Kuhn-Tucker)条
件，求式(9)关于 , ,, , ,i t t i t tb ex α 的极小值。 
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∑

∑

w x
w

w x

   (10) 

联立方程式 (10)可得 t 时刻回归参数矢量 t =α  
T

1 2 2[ , , , ]Nα α α 与 tb 。 
1t + 时刻 LS-SVR 波束形成器输出可表示为回

归参数矢量与特征空间快拍矢量 ,( ), ( )t i tφ φ< >x x
内积的线性组合： 

2

1 ,1
1

( ), ( )
N

t i tt i t
i

y bα φ φ++
=

= < > +∑ x x     (11) 

其中 1t+x 为 1t + 时刻的以实数表示的样本快拍矢

量，非线性映射 ( )φ i 实现输入矢量到高维特征空间

的映射。当特征空间维数为无穷维时，利用式(11)

直接求解 LS-SVR 波束形成输出是不现实的。核函

数采用输入空间的核函数计算替代高维空间的内积

运算，即 1 , 1 ,( , ) ( ), ( )t i t t i tk φ φ+ +=< >x x x x ，且无需知

道 ( )φ i 的具体形式和参数，可显著降低运算复杂度。

在式(11)中应用核函数可得 
2

1 ,1
1

( , )
N

t i tt i t
i

y k bα ++
=

= +∑ x x        (12) 

本文采用高斯核函数实现 LS-SVR 波束形成输出计

算，高斯核函数可表示为 
2

2( , ) exp
2

i j
i jk

σ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

x x
x x        (13) 

其中 0σ > 为核半径，用以评价样本矢量在特征空间 

中的相关度，是保证 小二乘支持向量回归算法性 
能的重要参数。核半径的取值与稳态估计均方误差

有关，可采用 Cross-validation 法进行选取。 

4  回归参量的递推求解 

由式(11)可知，LS-SVR 算法的关键在于求解回

归参数矢量 T
1 2 2[ , , , ]t Nα α α=α 与 tb 。在方程式(10)

中消去 tw 与 ,i te ，可得 
T

1

0 0t

t tt

b

C−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

e

ye Q I α         (14) 

其中 T
1 2 2( , , , )t Ny y y=y , T(1,1, ,1)=e , tQ 为

Gramm 矩阵， , ,, ( ), ( ) ( , )i t j t i ji j tkφ φ=< >=Q x x x x , 
, 1,2, ,2i j N= 。当采用高斯核函数时，矩阵 tQ 正

定，记 1 1 1( )t t t C− − −= = +U H Q I ，由式(14)可求得 
T

T

T

T

t t
t

t

t t
t t t

t

b
⎫⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎛ ⎞⎪⎟⎜ ⎟⎪= −⎜ ⎟⎪⎜ ⎟⎜ ⎪⎝ ⎠⎪⎭

e U y
e U e

ee U y
U y

e U e
α

        (15) 

tU 的计算复杂度为 3((2 ) )O N ，因此寻找矩阵 tU 的快

速算法成为解决算法实时性的关键问题。 
在时刻 t , tH 为2 2N N× 的方阵， tH 可表示为 

1

1 1 2 1

1 2 2 2

( , ) 1/ ( , )

   

( , ) ( , ) 1/

t t

N

N N N

C

k C k

k k C

−= +

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜⎝ ⎠

H Q I

x x x x

x x x x

…
(16) 

在观测时刻由 t 变为 1t + 时，新的数据样本

( )1 1,t ty+ +x 加入到学习样本集中，使样本总数增加到

1N + 个，因而 1t+Q 与 1t+H 均增加为 ( )2 1N +  
( )2 1N× + 方阵。由 1t+Q 可求得 1t+H 为 

1 1 2 1 2( 1) 1

1
1 2 2 2 2( 1) 1

1 2( 1)

( , ) 1/          ( , )               ( , )

                                                            

   ( , )        ( , ) 1/          ( , )

 ( , ) 

N N

t
N N N N

N

k C k k

k k C k

k

+

+
+

+

+

=
+

x x x x x x

H
x x x x x x

x x 2 2( 1) 2( 1) 2( 1)       ( , )     ( , ) 1/N N N Nk k C+ + +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜⎝ ⎠x x x x

           (17) 

比较 tH 与 1t+H 的元素，可知 1t+H 由 tH 的边上增加

一行和一列构成，因而 1t+H 可用分块矩阵的形式表

示： 

1

1 T
1 1

t t

t
t tv

+

+
+ +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

H v
H

v
          (18) 

其中 T
1 2( 1) 2 2( 1)1 [ ( , ), , ( , )] ,N N Nt k k+ ++ =v x x x x 1tv + =  

2( 1) 2( 1)( , ) 1/N Nk C+ + +x x 。根据分块矩阵求逆定理，

1t+H 的逆矩阵可表示为 
1 1 T 1 1

1 1 11
T 11

1

t t t t t t t

t
t t

β β

β β

− − − −
+ + +−
−+

+

⎛ ⎞+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

H H v v H H v
H

v H
(19) 

其中 T 1
1 1 1( )t t t tvβ −

+ + += −v H v 。由式(19)可知当 tH 的

逆已知时， 1t+H 的逆可由 tH 的逆与增加的新行 1t+v
来表示。因此，可由 tU 递推求解 1t+U ，且与直接求

解法得到的解完全等价。当 t 较小时，可直接求解

tU ，当 t 较大时，可采用递推法求解 tU ，避免了高

维矩阵求逆运算导致的计算量庞大与数值稳定性问

题。 

5  解的稀疏化 

在已求得回归参量的情况下，由式(11)可知，

LS-SVR 波束形成器输出计算复杂度与存储资源需
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求为 2( )O N , N 为当前时刻的样本快拍数。文献[12]
采用滑窗法削减解的规模，滑窗法对新的样本不加

区别就加以使用，对旧样本仅是简单抛弃，没有考

虑历史数据的影响，因而样本利用率低。文献[13]
引入指数遗忘因子降低历史数据的影响同时突出

新数据的作用，但仍旧无法有效利用所有样本信息。

本文采用基于奇异性准则的稀疏化方法，在输入训

练样本集中寻找并随样本的增加不断更新 1 个输入

样本子集，该子集在有效削减输入样本冗余信息的

同时，实现输入样本信息覆盖 大化，因而可显著

降低求解规模。算法步骤如下： 
(1)初始化一空样本集 0C ，在当获得第 1 个样本

矢量 1x 时，使 1 1{ }C = x ； 
(2)当样本数大于 1 时，计算新样本 tx 与当前样

本集 iC 的 小距离 dis=min
k iC t k∈ −c x c ； 

(3)当该 小距离小于某一预设阈值 1δ 时，

( , )t tyx 不被加入到 iC 中，否则计算预测误差 i ie y=  

iy− ； 
(4)当 | |ie 大于预设阈值 2δ 时，将 ( , )t tyx 加入到

iC 中并更新 iC 为 1iC + ，否则转(2)。 
阈值 1δ , 2δ 用以控制求解精度与解的规模，增

加 1δ , 2δ 有利于削减样本集C 的规模，但将导致波

束形成器性能下降。 1δ , 2δ 的选择与具体应用场景

有关，当高斯核半径确定后，取 1δ 为核半径的1/10 , 

2δ 为平均稳态均方误差(MSE)的均方根值，可在较

小的计算规模下获得较高的计算精度。 
稀疏化使 t 时刻用以求解阵列权矢量的样本集

规模削减为K ，因此存储资源需求与计算复杂度均

由 2( )O N 降为 2( )O K 。 

6  仿真分析 

为了验证所提算法的有效性，考虑阵元数为 10
的等距均匀线阵，阵元间距为 /2λ 。干扰信号为 2
个互不相关的远场窄带信号，入射方向为 32− 与

17 ，干噪比(INR)均为 30 dB，噪声为具有单位方

差的空间高斯白噪声。阵列指向为 0 5θ = ，期望信

号入射方向为 0sθ = 。对基于矩阵求逆(样本包含期

望信号) 的 MVDR 波束形成算法、特征空间分解

(ES)法、对角加载(MVDR-DL)法与 LS-SVR 法进

行对比仿真实验，  MVDR-DL 的加载量为 ( eP  
10 dB)+ , eP 为噪声功率。核函数采用高斯核函数，

核半径σ 为 1。实验结果为 200 次独立仿真平均结

果。 
图 1 示出存在 5 阵列指向误差时，随着输入信

噪比(SNR)的增加，各波束形成算法输出信干噪比

(SINR)比较结果。由图 1 可知当存在导向矢量偏差

时，由于 MVDR 算法把失配的期望信号当成干扰并

加以抑制，导致高输入 SNR时输出 SINR迅速降低。

相比 MVDR 算法，MVDR-DL 与 ES 算法可有效提

高输入 SNR 时输出 SINR 值，但是当 SNR 高于 15 
dB 时，输出 SINR 仍有所下降，而 LS-SVR 仍可持

续提高阵列输出 SINR，且更接近理想波束形成器的

输出，因而性能显著优于其它 3 种波束形成算法。 
图 2 中给出了图 1 中当输入 SNR为 10 dB时波

束方向图比较。由图 2 可知， 3 种方法均能在干扰

信号入射方向形成深的零陷，但 MVDR-DL 主瓣偏

离期望信号入射方向，零陷变浅且旁瓣较高，而

LS-SVR 算法不仅可使主瓣准确指向期望信号，而

且旁瓣 低，因而噪声抑制能力 优。 
图 3 为存在导向矢量失配时，增加干扰数目对

4 种波束形成算法性能影响比较。在干扰信号数少

于 3 时，ES 法输出 SINR 接近理想值，当干扰数目

大于 5 时，MVDR-DL 与 ES 性能急剧下降，而当

干扰数为 8 时，LS-SVR 算法输出 SINR 值仅低于

理想波束形成器输出 SINR 约 1 dB。因此，当干扰

数目接近阵列阵元数的时，LS-SVR 算法仍可表现

出 佳的鲁棒性。 
图 4给出了存在 4个干扰时的波束方向图比较，

干 扰 信 号 入 射 方 向 为 17.4 , 11.5− , 53.1 , 
23.5− 。由图 4 可知，LS-SVR 不仅可在干扰信号

入射方向上可靠地形成零陷，波束主瓣准确指向期

望信号入射方向，而且旁瓣抑制能力明显优于

MVDR-DL 与 ES 算法，因而在多干扰环境中表现

出的性能优于传统线性自适应波束形成算法。 
准确估计样本协方差矩阵 xR 是提高波束形成

器性能的关键因素之一。在实际应用场景中，有限

样本快拍数将导致 xR 估计产生偏差，致使 SINR 值

降低。图 5 为存在入射方向为17.4 , 11.5− 的两个

不相关干扰时，输出 SINR 与样本快拍数关系图。

由图 5 可知，当样本数大于 20 时，LS-SVR 算法输

出 SINR 显著优于被比较的线性波束形成算法。 
图 6给出了样本数为 8, 30与 500时的波束方向

图比较。当样本数为 30 时，LS-SVR 算法波束方向

图渐趋于稳定，不仅在干扰方向形成显著零点，而

且旁瓣低于 MVDR-DL 与 ES 法。 

7  结论 

基于支持向量机的自适应波束形成算法为提高

复杂场景下波束形成器的鲁棒性提供了有效的解决

途径，但标准 SVM 法需求解二次型规划问题，计

算复杂，难以实现实时应用，而 LS-SVR 波束形成

算法将标准 SVM 的求解转化为线性方程组求解， 
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图 1 导向矢量失配时 SINR 与 SNR 关系       图 2 导向矢量失配时的方向图比较     图 3 多干扰信号时的 SINR 与 SNR 关系 

 

图 4 4 干扰信号时的波束方向图比较                              图 5 SINR 与样本数关系 

 

图 6 波束方向图与样本数 

显著降低了算法计算复杂度。本文根据分块矩阵求

逆定理推导了回归参量的快速递推算法，并根据奇

异性准则使得求解过程稀疏化，有效削减了算法求

解的规模，提高了学习效率。仿真结果表明，在导

向矢量失配、复杂多干扰与样本快拍数受限等复杂

场景下，LS-SVR 波束形器均能保持良好的主瓣指

向性与干扰抑制能力，而且旁瓣幅度明显低于传统

波束形成算法，因而性能优于传统自适应波束形成

算法。 
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