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基于最小描述长度准则的稀疏多带信号频谱感知算法 
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摘  要：该文研究稀疏多带信号的频谱感知问题。首先利用欠采样的数据构造自相关矩阵，并对该矩阵进行特征值

分解，然后根据最小描述长度(MDL)准则对特征值进行计算，利用结果区分信号子空间和噪声子空间，最后根据

子空间的结果求出信号的频率支集，由此提出了一种针对稀疏多带信号的频谱感知算法。由于传统算法需要预先设

置门限来区分信号子空间和噪声子空间，所以不合理的门限值会导致算法失效，该文算法不用预先设置门限，具有

更好的适应性。仿真实验结果验证了该文算法的有效性。 
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Spectrum Sensing Algorithm Based on Minimum Description 
Length Criterion for Sparse Multiband Signal 
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(College of Electronic Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China) 

Abstract: Spectrum sensing issue for sparse multiband signals is considered in this paper. Firstly, undersampling at 

sub-Nyquist rate are used to construct correlation matrix, and eigenvalue decomposition is carried out. Then, the 

method uses Minimum Description Length (MDL) criterion to distinguish between signal subspace and noise 

subspace and finds the spectral support. A spectrum sensing algorithm for sparse multiband signal is presented. 

Traditional methods distinguish between signal subspace and noise subspace by setting threshold, and make 

mistake when the threshold is wrong. Adaptability of this algorithm is better because there is no need to set 

threshold. The simulation results verify the validity of this algorithm. 
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1  引言  

将数目相对少的窄带发射波扩展到宽的频率范

围上，可以用稀疏多带信号 [1 4]− 进行描述，这也是

军事和民用通信领域经常遇到的信号类型。频谱感

知的目的是检测窄带发射波占据的频率区间，同时

根据稀疏多带信号的频域稀疏性，能够利用欠采样

的数据在不需要重构原信号的情况下实现频谱感

知。因此，针对稀疏多带信号，如何以尽可能小的

采样速率采集数据实现频谱感知具有十分重要的研

究意义。 
由于预先不知道稀疏多带信号的先验信息，需

要利用非合作的检测方法探测窄带发射波占据的频

率区间(称之为频率支集)，传统的频谱感知方法[5]

主要有能量检测法、匹配滤波器检测法和基于信号
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循环平稳特性的检测方法。能量检测法易于实施，

对相位同步要求低，但不能区分信号和噪声，易受

噪声不确定性影响；匹配滤波器检测法处理时间短，

但需要信号的先验信息，对相位同步要求高；基于

信号循环平稳特性的检测方法能够区分信号和噪

声，可利用统计特性进行信号识别，但计算复杂度

高，需要很高的抽样速率。这几种方法均需要对信

号以 Nyquist 速率进行采样，当处理宽频率范围的

稀疏多带信号时，对数字信号存储器、模数转换器

和处理器等硬件设备提出了很高的要求。 
为了降低处理系统中对硬件设备的要求，需要

减小采样速率，利用欠采样的数据实现频谱感知。

文献[6,7]提出了一种接近最小采样速率[8]的算法，称

之为谱盲采样(Spectrum Blind Sampling, SBS)，该

算法能够利用欠采样的数据重构原信号，主要分为

低速采样和信号重构两部分。低速采样部分利用基

于多陪集(Multi-Coset, MC)的周期非均匀采样方法
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获取数据；信号重构部分首先采用类似于阵列信号

处理中提出的多重信号分类 (MUltiple SIgnal 
Classification, MUSIC)算法(称之为 MUSIC-like 算
法[6,7])求出频率支集，然后利用采样数据和频率支集

重构原信号，但该算法需要预先设置门限来区分信

号子空间和噪声子空间，不合理的门限会导致无法

正确分离子空间。 
SBS 算法能够利用欠采样的数据求出稀疏多带

信号的频率支集，因此该算法也可以应用到频谱感

知问题中。针对稀疏多带信号，本文研究并改进 SBS
算法，提出了一种基于最小描述长度(Minimum 
Description Length, MDL)准则的频谱感知算法。该

算法首先利用欠采样的数据构造相关矩阵，并对该

矩阵进行特征值分解，然后根据 MDL 准则对特征

值进行计算，利用结果估计信号子空间的维数，由

此区分出信号子空间和噪声子空间，最后根据子空

间求解结果及信号子空间和噪声子空间的正交性求

出稀疏多带信号的频率支集，完成频谱感知。与 SBS
算法相比，本文算法不需要预先设置门限，避免了

由不合理门限引起的错误，具有更好的适应性。 
本文首先描述稀疏多带信号模型及 SBS算法存

在的不足，然后对本文算法的数学原理进行分析，

并给出实现步骤，最后通过仿真实验验证本文算法

的有效性。 

2 问题描述 

2.1 稀疏多带信号模型 
( )x t 表示连续，随机的实信号，假定 ( )x t 的有

限带宽范围为 nyq nyq[ /2, /2]f f− ，它的频谱 ( )X f 是

由n 个谱带 ( ), 1, ,ix f i n= 及其对称谱带组成，谱

带 ( )ix f 的宽度为 iB ，谱带位置是任意的，谱带之

间不交叠，其中每个谱带的宽度都不超过B , B =  

( )max , 1, ,iB i n= ，所有谱带的数量不超过N (2n  

N≤ ), nyqf 表示 ( )x t 的 Nyquist 速率。当所有谱带

宽度之和远小于信号的有限带宽时，即满足NB  

nyqf<< ，称之为稀疏多带信号。 

针对稀疏多带信号进行频谱感知的问题描述

为：预先不知道稀疏多带信号的频率支集(即谱带位

置)，利用欠采样的数据实现频谱感知。图 1 是典型

稀疏多带信号的频谱，所有谱带的数目为 6，谱带

位置 ( )ix f 、谱带宽度 iB 及 nyqf 均与发射机有关，其

中 1,2,3i = 。 

2.2 谱盲采样(SBS)算法及存在的不足 

在预先不知道稀疏多带信号频率支集的情况

下，SBS 算法[6,7]能够利用欠采样的数据实现信号重

构。SBS 算法主要分为两个部分：低速采样和信号 

 

 

图 1 典型稀疏多带信号的频谱 

重构，其中信号重构部分首先求出稀疏多带信号的

频率支集，然后利用采样点和频率支集恢复原信号。

将 SBS 算法用于解决频谱感知问题时，只需要求出

频率支集信息，而不需要恢复原信号，本文不讨论

SBS 算法中与恢复原信号有关的部分。 
2.2.1 数据采样技术  多陪集(MC)采样是一种周期

非均匀的数据采样技术，其采样速率远低于 Nyquist
速率。一般采用多通道结构实现 MC 采样技术，如

图 2 所示，每个通道均是由 1 个延时器和 1 个模数

转换器(Analog-to-Digital Converter, ADC)组成，

通道的延迟时间 tΔ 各不相同，其中 10 qc c≤ < < , 
1/T 是基频，并满足 nyq1/T f≥ 。 

 

图 2 实现多陪集(MC)采样技术的多通道结构 

对信号 ( )x t 进行 MC 采样，可以表示为 

( ){ }: , 1, ,imL c T m i q= + ∈ =Ψ     (1) 

其中L 是正整数，{ }ic 满足 10 1qc c L≤ < < ≤ − , 
( ) ( ) T

1[ , , ]qk k= y yΨ , ( )i ky 表示第 i 个通道的采

样数据。 
在频域中分析上述采样过程(数学推导过程见

文献[6,7,9]), ( )x t 和 ( )i ky 之间的关系可以表示为 

( ) ( )
1

,  0,f f f
LT

⎡ ⎞⎟= ∈ ⎢ ⎟⎟⎠⎢⎣
z x  Φ         (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) T
1[ , , ]qf z f z f=z , ( )iz f 表示 ( )i ky 的离

散时间傅里叶变换 (D i s c r e t e -T ime  Four i e r 

Transform, DTFT), Φ 表示观测矩阵，
1

ik LT
=Φ  

2
exp ij c k

L
π⎛ ⎞⎟⎜⋅ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

, ( )  
1

, 0,i
i

x f X f f
LT LT

⎡ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎟⎜= + ∈ ⎢ ⎟⎟⎜ ⎟ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎠⎢⎣
表示 

在信号的有效带宽范围内划分的第 i 个频谱片，

( ) ( ) ( ) T
1[ , , ]Lf x f x f=x 表示频谱片的集合，示意图

如图3所示，相邻虚线内包含的频率区间表示一个频

谱片。 
2.2.2 频谱感知算法及存在的不足 

定义[10]  令S 是观测数据的相关矩阵的 r 个大 
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图 3 在信号的有效带宽范围内划分的频谱片的示意图 

特征值 1 2, , , rλ λ λ 对应的特征向量构成的矩阵，其

列空间 ( ) ( )1 2Span Span , , , r=S u u u 称为观测数据

空间的信号子空间，而另外n r− 个次特征值对应的

特征向量构成矩阵G ，其列空间 Span( ) =G  

1 2Span( , , , )r r n+ +u u u 称为观测数据空间的噪声子

空间，其中 , 1, ,i i nλ = 表示观测数据的相关矩阵的

特征值， , 1, ,i i n=u 表示特征值 iλ 对应的特征向

量。 
基于信号子空间和噪声子空间的定义，式(2)可

以利用 MUSIC-like 算法求解，首先构造 ( )fz 的相

关矩阵 zR ，然后对 zR 进行特征值分解，最后利用

特征值的大小区分信号子空间和噪声子空间。但该

方法[8]只考虑理想情况，认为在不含噪声的情况下，

噪声子空间对应的特征值均为零；在含白噪声的情

况下，噪声子空间对应的特征值均相等且数值较小。

在实际情况中，该方法并不容易准确区分出信号子

空间和噪声子空间，主要原因如下： 
(1)与统计自相关矩阵相比，由有限数目的采样

点计算得到的相关矩阵 zR 会引入估计偏差； 
(2)MC 采样结构中各通道引入的噪声均不一

样，这会引起输出噪声在空域不是平稳白噪声，从

而导致相关矩阵在进行特征值分解后，噪声子空间

对应的特征值不会均等于同一数值。 

3 基于最小描述长度(MDL)准则的频谱感

知算法 

MDL 准则的特点是决策过程中不需要人工参

与，能够直接利用观测矢量计算出所含有的信号数

目[11]。本文算法利用 MDL 准则区分信号子空间和

噪声子空间，并根据子空间求解结果及信号子空间

和噪声子空间的正交性求出稀疏多带信号的频率支

集。 
假定信号与噪声不相关，式(2)可表示为 

( ) ( ) ( )[ ]f f f= +z s nΦ    (3) 

其中 ( ) ( ) ( ) T
1[ , , ]qf s f s f=s , ( )is f 表示第 i 个频谱

片中包含的信号， ( ) ( ) ( ) T
1[ , , ]qf n f n f=n , ( )in f

表示第 i 个频谱片中包含的噪声。 
将式(3)两边同时乘以自身的共轭转置，并取求

期望操作，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

H H H

H H

E E

                    E

f f f f

f f

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

z z s s

n n

Φ Φ

Φ Φ   (4) 

令功率谱密度 ( ) ( ) ( )HE[ ]f f f=P s s ，式(4)可以

化简为 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

H H 2 H

H 2

E f f f

f

σ

σ

⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦
= +

z z P

P           

Φ Φ Φ Σ Φ

Φ Φ Σ   (5) 

其中 H = ΙΦΦ ，对角阵Σ对应噪声方差，主对角线

上的元素均不相等。 
对矩阵 ( ) ( )HE[ ]f fz z 进行特征值分解，采用

MDL 准则对特征值进行计算，就能估计出信号子空

间的维数，具体公式[11]如下： 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

1/

1

1

MDL , lg
1

1
                2 lg

2

q k Nq
q k

i
i k

q

i
i k

l f

f k
l f

q k

k q k N

−
−

= +

= +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠

+ −

∏

∑

    (6) 

其中 ( ) ( )1 ql f l f≥ ≥ 是矩阵 ( ) ( )HE[ ]f fz z 的特征

值，N 是采样点的数目，使得式(6)计算结果最小的

k 就是信号子空间维数的估计值。 
下面举例进行说明，稀疏多带信号的谱带数目

为 6，对观测数据的相关矩阵进行特征值分解，将

所得的特征值利用 MDL 准则进行计算，结果如图 4
所示，计算结果最小的 6k = 就是信号子空间维数的

估计值，从而可以判断：观测数据中含有的谱带数

目为 6。 

 

图 4 采用最小描述长度(MDL)准则的计算结果 

下面给出本文算法的实现步骤： 
步骤 1  计算采样点的相关矩阵 zR ，对 zR 进

行特征值分解，得到特征值 1 2 qλ λ λ≥ ≥ ≥ ； 
步骤 2  采用 MDL 准则式(6)对特征值进行计

算，计算结果最小的 k 就是信号子空间维数的估计

值； 
步骤 3  利用 k 值区分信号子空间和噪声子空

间， 1, , kλ λ 是信号子空间对应的特征值， 1, ,k qλ λ+

是噪声子空间对应的特征值； 
步骤 4  计算 *

nU Φ中列的 2-范数，记录使得计

算结果最小的m 个值所对应的索引号 1{ , , }mk k ，

这就是包含谱带的频谱片的索引号，频谱感知完成。 
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4 仿真实验 

仿真实验的目的是验证本文算法针对稀疏多带

信号的频谱感知能力，主要包括以下几个方面： 
(1)信噪比参数对本文算法性能的影响； 
(2)采样通道数目对本文算法性能的影响； 
(3)与 MUSIC-like 算法相比，本文算法的改进

效果。 
4.1 仿真条件 

产生稀疏多带信号的数学表达式为 

( ) ( )( ) ( )
1

sinc exp 2
n

i i i
i

x t B B t j f tτ π
=

= −∑  

其中 sinc( ) sin( )/( )x x xπ π= , ( )x t 的谱带数目为n ，

谱带宽度为B ，时间偏移为 iτ ，载频为 if , 1,i =  
,n 。 
设置信号的有效带宽范围为[0,1] GHz，谱带数

目 3n = (说明谱带及对称谱带数目的总和 6N = )，
谱带宽度 10B = MHz，观测时间长度为 100μs ，时

间偏移 iτ 是在时间范围[0,50]μs 内随机产生，载频 if

是在频率范围[0,1] GHz 内随机产生，通道数目

30p = ，划分的频谱片数目 90L = ，为了评估本文

算法性能，随机产生 100 个测试信号。评估本文算

法性能的标准是谱带位置的正确恢复率，其中，如

果算法恢复的谱带位置和真实值相同，那么认为正

确；如果恢复的谱带数目大于真实值的数目，同时

谱带位置包含了真实值，也认为正确；如果恢复的

谱带位置没有包含所有的真实值，那么认为错误。 
4.2 信噪比参数变化时的算法性能 

仿真条件设置：SNR 范围为[5,25] dB，数据采

样通道数目为 30，通道采样速率约为 11 MHz，谱

带数目为 6，下面是本文算法的仿真结果。 
由图 5 可以看出，当信噪比参数增加至 16 dB

时，本文算法的正确恢复率能够达到 90%以上。 
4.3 数据采样通道数目变化时的算法性能 

仿真条件设置：SNR 为 30 dB，数据采样通道

数目的范围为[1,30]，通道采样速率约为 11 MHz，
谱带数目为 6，下面是本文算法的仿真结果。 

 

图 5 信噪比参数变化时的谱带正确恢复率 

由图 6 可以看出，针对谱带数目为 6 的情况，

数据采样通道数目增加至 14 时，本文算法的正确恢

复率能够达到 90%以上。 
4.4 与 MUSIC-like 算法相比，本文算法的改进效果 

仿真条件设置：SNR 分别为 16, 18, 20 dB，数

据采样通道数目为 30，通道采样速率约为 11 MHz，
谱带数目为 6, MUSIC-like 算法中门限的取值范围

为[2,18]，下面是 MUSIC-like 算法随门限值变化时，

谱带正确恢复的仿真结果。 

由图 7 可以看出，当门限增加至与谱带数目相

等的数值 6 时，只能正确恢复部分信号，其余信号

没有正确恢复的原因是：在仿真实验中，谱带的中

心频率是随机产生的，而整个有限带宽范围内划分

的虚拟频谱片的位置是固定的，由于单个谱带可能

会占据相邻的两个频谱片，所以 6 个谱带可能会占

据 6 个以上的频谱片，需要增大门限值才能正确恢

复。当算法中的门限增加至 9 时，MUSIC-like 的正

确恢复率能够达到 90%以上。由此可知，如果预先

设置的门限值过低，就会造成 MUSIC-like 算法失

效。 

由于本文算法中不需要预先设置门限，从而避

免了 MUSIC-like 算法中门限取值过低造成的错误。

如图 5 所示，与 MUSIC-like 算法相比，本文算法在

同样的仿真条件下正确恢复率能够达到 90%以上。 
下面是 MUSIC-like 算法随门限取值变化时，重

构信号的信噪比仿真结果。 

由图 7 和图 8 可以看出，采用 MUSIC-like 算法

时，增加门限值能够提高算法性能，但同时会导致

重构信号的信噪比降低，原因是：MUSIC-like 算法

中门限值与恢复的谱带数目相等，如果门限值大于

真实的谱带数目，那么除了恢复含有信号的频谱片

外，也恢复了仅仅含有噪声的频谱片。当门限值越

大时，恢复出的仅含噪声的频谱片的数目就会越多，

导致重构信号的信噪比呈降低趋势。 

如图 4 所示，与 MUSIC-like 算法相比，本文算

法能够利用 MDL 准则判断出信号子空间的维数，

避免了 MUSIC-like 算法中门限取值过高造成的问

题。 

4.5 仿真结论 

在预先不知道信号谱带位置的情况下，利用本

文算法实现对信号环境的频谱感知，通过仿真实验

可以得出以下结论： 

(1)信号信噪比参数和数据采样通道数目的增

加对本文算法性能的提高具有显著的改善效果； 
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图 6 数据采样通道数目           图 7 MUSIC-like 算法的谱带正确恢复率          图 8 MUSIC-like 算法重构 

变化时的谱带正确恢复率                                                         信号的信噪比仿真结果 

(2)与 MUSIC-like 算法相比，本文算法的自适

应性得到了提高。 

5 总结 

频谱感知算法在电子侦察中具有十分重要的意

义。本文研究了针对稀疏多带信号的频谱感知问题，

利用欠采样的数据实现频谱感知。 
针对稀疏多带信号，本文改进了盲谱采样(SBS)

算法，提出了一种基于 MDL 准则的频谱感知算法。

该算法首先利用欠采样的数据构造相关矩阵，并对

该矩阵进行特征值分解，然后根据 MDL 准则对特

征值进行计算，利用计算结果判断信号子空间的维

数，最后通过信号子空间和噪声子空间之间的正交

性估计信号所属频谱片的位置，实现频谱感知。与

MUSIC-like 算法相比，本文算法具有更好的自适应

性，仿真实验验证了本文算法的性能。 
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