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基于 SISE 方程的广义 gamma 分布参数估计方法 
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摘  要：广义 gamma 分布 (G D)Γ 是近年来用于 SAR 图像统计建模重要分布之一，参数估计是制约其应用的核心

问题。该文提出了一种新的
*G DΓ 参数估计方法。首先分析了

*G DΓ 的对数累积量参数估计方法(Mehtod-of- 

Log-Culmulants, MoLC)的不足，接着推导了基于 SISE (Scale-Independent-Shape-Estimation)方程的
*G DΓ 参数

估计表达式，并给出了具体的求解方法。 后，利用蒙特卡洛仿真的实验结果表明，该文方法稳定性和有效性优于

MoLC。 
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Method on Parameters Estimation of Generalized Gamma Distribution 
Based on Scale-Independent-Shape-Estimation (SISE) Equation 
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Abstract: The Generalized Gamma Distribution (G D)Γ  is one of the most important distributions for modeling 

of Synthetic Aperture Radar (SAR) images, of which the main limiting factor for application is the parameters 

estimation. In this paper, a new parameters estimation for *G DΓ is proposed. At first, the weakness of 

Method-of-Log-Cumulants (MoLC) for *G DΓ is analyzed. Moreover, the estimation expression for *G DΓ based 

on Scale-Independent-Shape-Estimation (SISE) equation is derived, and the concrete solving method is presented 

too. Finally, the Monte Carlo simulation results demonstrate that the proposed method is more stable and effective 

than MoLC. 
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1  引言  

SAR 图像数据的统计特性分析是 SAR 图像解

译应用的基础前沿课题。广义 gamma 分布(G D)Γ 作

为一种经验分布， 早由 Stacy 提出，在移动通信、

语音信号处理以及 SAR 图像统计建模等方面得到

了很好的应用[1]。该分布具备良好的模型兼容性，很

多著名的 SAR 图像统计模型如 Rayleigh 分布、指

数分布、Nakagami 分布、gamma 分布、对数正态

(log-normal)分布和 Weibull 分布等均为其特例，因

此受到了普遍关注。如 Amastasspopulos 基于G DΓ

推导了对高分辨率 SAR 图像建模的广义复合

(Generalized Compound, GC)模型 [2]；文献 [1]将
G DΓ 直接用于 SAR 图像的统计建模，验证了其对

SAR 图像数据的有效描述能力；文献[3]研究了混合
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G DΓ 分布模型以及在基于字典集的 SAR 图像统计

模型研究中引入 [4 6]G D −Γ  ，在 SAR 图像建模及分类

应用中取得较好的结果。值得一提的是，Li 等人[7]

于 2011 年对传统G DΓ 进行适当修改后，得到一个

参数范围扩大的 G DΓ 模型(为区分，本文记之为

G D*Γ )，使得表征极不均匀区域的逆 gamma 分布[1]

为其特例。 
参数估计是 SAR 图像统计建模的关键问题。传

统参数估计方法包括矩估计和 大似然估计，然而

它们对G DΓ *进行参数估计时存在方程组非线性程

度高、方程解的唯一性未知等问题。基于对数累积

量方法(Mehtod-of-Log-Culmulant, MoLC)[8]是一种

可行的途径，文献[7,9]采用 MoLC 在相当程度上解

决了G D*Γ 的参数估计问题。然而，MoLC 对G DΓ *

进行参数估计时要求数据的二阶和三阶对数累积量

满足一定的约束关系[9]，但这种关系在实际中并不一

定成立。此外，MoLC 还涉及一些特殊函数，包括
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gamma, digamma 以及 polygamma 函数，导致了参

数估计在硬件实现上的困难。 
SISE(Scale-Independent-Shape-Estimation) 方

法[10]由 Song 于 2008 年针对 Stacy 的G DΓ 提出，其

思想是通过适当的空间变换，构造出一个与尺度参

数独立的单根方程，且根即等于形状参数，求解该

方程并结合 大似然估计式即可有效解决所有参数

的估计问题。此外该方法只涉及一些简单的基本数

学运算，十分易于硬件的实现。 
本文尝试利用 SISE 估计 *G DΓ 的参数，并与

MoLC 进行性能对比。章节安排如下：第 2 节简要

地介绍了G DΓ *并证明了其与 Stacy 的G DΓ 的关

系。第 3 节对 *G DΓ 的已有参数估计方法进行分析，

并详细推导了该分布的 SISE 方法。 后在第 4 节中

利用蒙特卡洛仿真实验验证了本文方法的有效性。 

2  *G DΓ 模型 

Stacy 的 G DΓ 的概率密度函数 (Probability 
Density Function, PDF)如式(1)所示。 
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G DΓ *的 PDF 如式(2)所示。 
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与 Stacy 的G DΓ 相比，G DΓ *的参数v 的取值

范围由正实数扩展到非零实数，从而增加了模型的

灵活性。若记式(1)和式(2)中的参数 σ 分别为 aσ 和

bσ ，可以证明，当 0v > 时，若令 ( )ln /v
b ae

κσ σ= ，

则这两个分布的形式完全一致，故认为新模型是传

统模型的扩展。图 1(a), 1(b)和 1(c)分别给出了模型

在参数σ , κ和v 取不同值的情况下的 PDF 曲线，

如图 1 所示。 
由图 1(a)可见，随着σ 的增大，分布曲线的跨

度增加且峰值降低，σ 反应了分布的尺度信息，故

通常称之为尺度参数。由图 1(b)和图 1(c)可见，参

数κ和 v 的变化主要引起分布曲线形状的改变。参 

数κ或 v 的值越小，分布的拖尾越明显，故称之为 
分布的形状参数，为区分可分别称κ和v 为第 1 和

第 2 形状参数。 

3  *G DΓ 模型参数估计方法 

3.1 传统参数估计方法的局限 
根据矩的定义，可计算出 *G DΓ 的第m 阶矩的

表达式如式(3)所示。 

[ ]
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上述矩存在的条件为 max( / , 0)m vκ > − 。理论上通

过联立 3 个不相关的矩方程即可估计出模型的参

数。然而发现，采用矩方法得不到 *G DΓ 的参数解析

估计式，且由于矩方程组的非线性程度非常高，即

使采用数值方法，求解仍十分困难且不稳定。此外，

估计参数所选取的矩的存在性使算法进一步受到限

制。 
对于 大似然方法，可导出其估计方程组如式

(4)~式(6)所示。 
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与矩估计的问题类似， 大似然估计的方程组

非线性程度非常高，得不到参数估计的解析表达式，

而采用数值解法也存在诸如根的多重可能性、数值

迭代是否收敛等很多问题。 

3.2 MoLC 参数估计方法 

MoLC是当前在SAR图像统计模型参数估计中

广泛应用的一种方法。该方法通过联立模型的对数

累积量方程组来估计参数。 *G DΓ 的前三阶对数累积

量如式(7)~式(9)所示。 

 

图 1 不同 σ , v 和 κ值下的
*G DΓ 分布 PDF 曲线 
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 ( )1 ln ( ) ln /vκ σ κ κ= + Ψ −      (7) 

( ) 2
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( ) 3
3 2, /vκ κ= Ψ              (9) 

其中 ()Ψ ⋅ 为digamma函数，
d
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为第 k 阶 polygamma函数，其与 ()Ψ ⋅ 的关系为

( )
d
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x

Ψ = Ψ 。估计参数时，利用样本对数累

积量代替理论对数累积量。若样本数据为 1{ ,X=X  

2, , }NX X ，则样本对数累积量计算式为 
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然而MoLC方法的应用受其选取的对数累积量

的限制，利用式(7)-式(9)即前三阶对数累积量方程

估计 *G DΓ 参数须满足条件 3 2
2 3/ 0.25κ κ ≥ [9]。文献[7]

利用polygamma函数的二阶展开式来近似原函数的

方法，得到参数的解析估计式，从而提高了参数估

计的效率。但该方法的使用须满足条件 3 2
2 3/κ κ  

0.375≥ [7,9]，这使得MoLC方法应用条件更为严格。 
3.3 SISE 参数估计方法 

3.3.1 SISE 方程推导  设变量X 服从 *G DΓ ，定义映

射 f 为 ( ) [ ]tf t E X= , ( ) ( ) ( )/g t f' t f t= ，其中 ( )f' t 为

( )f t 的一阶导数。由上述定义以及式(3)可得 
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于是有 
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令 ( / )Y X νσ= ，则可导出Y 的第二阶矩与第一

阶矩的平方之比为 
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根据式(11)和式(12)可构造方程如下： 
( )

( )[ ]{ }2

2
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( )

f z
F z z g z g

f z
= − + − =    (13) 

显然，参数 v 为方程 ( ) 0F z = 的根，若方程只

有单根，则必为v 。代入 f , f' 和 g' 的具体表达式，

式(13)可化为 

( ) ( )2( ) ( ) 2

        1 ( ) 0

z z
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v v
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该方程存在的条件为2( / ) 0z v κ+ > 。不失一般性，

图2给出了 2,2v = − , 0.5, 0.6, ,1.4κ = 时 ( )F z 函数

的曲线。 
由图 2 可见，当 0v > 时， ( )F z 在正区间R+上

为凸函数，并在区间 ( /2, 0)vκ− 上单调递减且大于

0。方程 ( ) 0F z = 的唯一非零解处于正区间R+上且

等于v 。类似地，当 0v < 时，方程 ( ) 0F z = 的唯一

非零解处于负区间R−上且等于v 。用于估计参数的

该方程的解只与形状参数 v 有关而独立于尺度参

数，故称之为尺度独立的形状估计(SISE)方程。 
实际中利用样本数据对 ( )F z 进行估计。对于样

本序列 1 2{ , , , }NX X X=X ，定义样本映射 ( )Nf t =  

1

1 N
t
k

k

X
N =
∑ , ( ) ( ) ( )/'

N N Ng t f t f t= ，其中 ( )'
Nf t 为 ( )Nf t

的导数，于是可计算得 ( ) ( )1
ln

N t
N k kk

g t X X
=

= ∑  

1

N t
kk

X
=∑ 。利用上述映射可导出样本 SISE 方程为 

( )
( )[ ]( )2

2
( ) 1 ( ) 0 0

( )
N

N N N
N

f z
F z z g z g

f z
= − + − =  (15) 

根据大数定律 [11]以及连续映射定理可知，当

N → ∞ 时， ( )NF z 为 ( )F z 的一致估计，且方程

( ) 0NF z = 的根 Nv 逼近于 ( ) 0F z = 的根v 。故 SISE
方法本质上是通过求解非线性样本方程 ( ) 0NF z =

的非零根 Nv ，将之作为模型真实参数v 的估计值 v̂ 。

将 v 依次代入式(5)和式(4)即可得到另两个参数的

估计值κ和 σ。 

3.3.2 样本 SISE 方程求解与模型参数估计  常用的

数值求根方法有牛顿迭代法、试位法和二分法等[12]。

牛顿迭代方法也叫切线法，具有收敛速度快的特点，

然而该算法为局部收敛算法，其全局收敛要求相应

的函数为单调连续凸(或凹)函数，而样本函数 ( )NF z

不满足该条件。试位法和二分法则对函数的单调性

和凸(或凹)性质没有要求，在单根方程的有根区间

上具有全局收敛性，是求解样本 SISE 方程的有效方

法。注意到，对于一个很小的正数 (0,min(| Nvξ ∈  

/2|,| |))Nvκ⋅ ，有 ( ) 0N NF vξ ⋅ < 。在实际中利用这一

性质可以有效判断 Nv 的正负性，然后由一维搜索算

法即可快速确定方程的有根区间。以二分法为例，

样本 SISE 方程求解的流程图如图 3 所示。 
图 3 中， ξ 为一个很小的正数，其值与具体数

据有关；s 为方程根搜索算法的步长；M 为在有根

区间上搜索根的 大次数，实验中设为 100。 

4  实验结果与分析 

4.1 参数估计方法性能的评价准则 
对于参数估计方法性能的评估通常可从以下两

个角度出发： 
( 1 )估计分布对数据的拟合程度，可通过 
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图 2 ( )F z 函数曲线 ( 0.5, 0.6, , 1.4)κ =  

 

图 3 样本 SISE 方程求解流程图 

Kolmogorov-Smirnov(KS)距离和基于样本的均方

差(Sample-based Mean Square Error, SMSE)衡 
量[9]； 

记 ( )F x 和 ( )Q x 分别为分布的实际与估计的累

积分布函数，则 KS 定义为 

0
KS max ( ) ( )

x
F x Q x

>
= −        (16) 

对于给定的离散幅度(或强度)观测值 (1ix i≤  
)N≤ ，其相应的实际 PDF 和估计 PDF 的值分别为

( )if x 和 ( )iq x ，则 SMSE 定义如下： 

( ) ( ) 2

1

1
SMSE

N

i i
i

f x q x
N =

= −∑      (17) 

KS 值反映了估计的和实际的分布函数之间偏

差的 大值，SMSE 值反映了估计的 PDF 与实际

PDF 之差的平均值，KS 或 SMSE 的值越小，表明

估计的分布对数据的拟合度越高，从而表明参数估

计越准确。 

(2)参数估计量的统计属性，包括无偏性、有效

性等指标[11]。参数估计量无偏，指的是其期望与真

实参数值相等；对于两个无偏的参数估计量，方差

小的估计量更为有效；无偏性和有效性涉及到参数

估计量的期望和方差计算，但 MoLC 与 SISE 方法

均无解析参数估计式，这使得难以从理论上严格推

导。然而由概率论知识可知，样本平均值和样本方

差分别为期望和方差的一致估计[11]，因此一种行之

有效的途径是利用蒙特卡洛仿真方法获得这两个指

标进行评价。对于样本方差较小的情况，可采用等

效的平均绝对误差(Mean Absolute Error, MAE)来

替代样本方差，其定义为 

1

1
MAE

M

i

iM
θ θ

=

= −∑        (18) 

其中 M 为蒙特卡洛仿真的次数， θ 为参数真实值，

iθ 为第 i 组样本序列的参数估计值。 
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4.2 蒙特卡洛实验结果 
4.2.1 蒙特卡洛方法设计  蒙特卡洛方法，通过在相

同条件下的大量反复实验来减小随机性对实验结果

的影响。评价 MoLC 和 SISE 的蒙特卡洛方法设计

如下： 
(1)参数设置，包括蒙特卡洛仿真次数 M，多组

样本数据的大小及多组具有代表性的 *G DΓ 参数； 
(2)在同一样本数下，仿真 *G DΓ 数据并用两种

方法估计参数值； 
(3)重复(2)，直到次数等于 M，计算所估参数的

平均值、平均 KS 值、平均 SMSE 值以及平均 MAE
值； 

(4)在下一组样本数下，重复(2)和(3)，直到

后一组样本数下的实验完成为止。 
4.2.2蒙特卡洛方法实验结果与分析  设置蒙特卡洛

仿真次数 M=100，选取 3 组不同的样本数，分别为

202, 352和 1002。设置 4 组模型参数：( , ,vσ κ )为(1, 2, 
4), (1, 3, 2), (1, 3, -2)和(1, 2, -4)，其标号分别记为

1~4。根据上述步骤进行实验，结果如表 1 和图 4
所示。 

由上述结果可见： 
(1)在同一条件下SISE所得平均KS值和SMSE

值均略小于等于 MoLC 相应的值，两者的 KS 差值

的量级为 410− 内， 而 SMSE 差值除个别之外，其

量级则均在 410− 内。因此，从拟合数据的角度而言，

两种方法的性能十分接近，而 SISE 方法略好于

MoLC 方法； 
(2)随着样本数的增加，两种方法所得的各参数

估计值逐渐逼近设定值，当样本量为 1002时，参数

σ , κ和v 的平均值几乎等于设定值，故在相当程度

上可认为两种方法是无偏的。但从设定参数值与估

计参数值的定性比较分析中发现，两种方法估计的 

表1 不同数据样本数下两种方法所得参数均值、KS和SMSE值 

样本数 202 352 1002 

σ , κ , v  方法 均值 KS SMSE 均值 KS SMSE 均值 KS SMSE 

MoLC 
(1.00, 2.57, 

3.81) 
0.3556 0.2332

(1.00, 2.11, 

4.03) 
0.1956 0.0610

(1.00, 2.02, 

3.99) 
0.0650 0.0059 

(1, 2, 4) 

SISE 
(1.00, 2.19, 

4.14) 
0.3553 0.2320

(1.00, 2.01, 

4.06) 
0.1951 0.0606

(1.00, 2.02, 

3.98) 
0.0648 0.0058 

MoLC 
(1.00, 3.96, 

1.97) 
0.3470 0.0915

(1.00, 3.23, 

2.00) 
0.1938 0.0250

(1.00, 3.05, 

1.99) 
0.0643 0.0023 

(1, 3, 2) 

SISE 
(1.00, 3.22, 

2.07) 
0.3466 0.0912

(1.00, 3.13, 

2.02) 
0.1938 0.0250

(1.00, 3.00, 

2.01) 
0.0640 0.0023 

MoLC 
(1.01, 4.23, 

-1.88) 
0.3172 0.0388

(1.00, 3.30, 

-1.98) 
0.1711 0.0088

(1.00, 3.03, 

-2.00) 
0.0562 47.92 10−×

(1, 3, -2) 

SISE 
(1.00, 3.39, 

-2.10) 
0.3167 0.0385

(1.00, 3.27, 

-1.98) 
0.1704 0.0088

(1.00, 3.04, 

-1.99) 
0.0559 47.82 10−×

MoLC 
(1.00, 2.40, 

-3.92) 
0.3212 0.1121

(1.00, 2.09, 

-4.06) 
0.1799 0.0291

(1.00, 2.01, 

-4.01) 
0.0597 0.0027 

(1, 2, -4) 

SISE 
(1.00, 2.11, 

-4.18) 
0.3203 0.1118

(1.00, 2.01, 

-4.10) 
0.1792 0.0289

(1.00, 1.99, 

-4.02) 
0.0592 0.0026 

 

图 4 不同样本下的两种方法估计各参数的平均 MAE 值比较 



第8期                    秦先祥等： 基于SISE方程的广义gamma分布参数估计方法                           1865 

 

σ 为接近设定值，估计的 v 与设定值的偏差基本

相当，而 SISE 估计的κ更接近于设定值，在小样本

情况下这一特点更为明显。这说明 SISE 方法估计的

参数更为稳定； 
(3)由图 4 可见，在 3 种不同样本数条件下，两

种方法估计参数σ 的平均 MAE 值接近并都近似为

0。相比而言，估计参数κ与v 的平均 MAE 值较大，

其值随着样本数的增加而减小。因此从平均 MAE
角度来看，两方法的差别主要体现在估计参数κ与
v 上。在同一条件下两方法估计参数κ与v , SISE 方

法所得 MAE 值小于 MoLC 相应的值。可见，SISE
方法估计参数比 MoLC 方法更有效。 

5  结束语 

本文对 *G DΓ 的已有参数估计方法尤其是

MoLC 方法进行分析并指出其局限，详细推导了
*G DΓ 的 SISE 参数估计方法，并给出了具体的求解

方法。利用蒙特卡洛仿真方法比较本文方法和目前

性能 好的 MoLC 方法，可得出如下结论：(1)从拟

合数据的角度出发，采用平均 KS 和 SMSE 值进行

评价，二者性能相当；(2)从参数估计的无偏性、有

效性等指标来看，本文方法参数估计性能更好。此

外，由于 MoLC 方法涉及 gamma, digamma 和

polygamma 等特殊函数，而本文方法只涉及基本的

数学运算，因此本文方法在硬件实现上更为容易。 
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