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摘  要：该文基于阻抗边界条件(IBC)，采用矩量法-物理光学(MoM-PO)混合算法，研究了 3 维各向异性阻抗面的

电磁散射特性。根据表面等效原理，将空间散射场等效为 MoM 区和 PO 区电磁流的辐射场，感应电磁流以 3 维

RWG (Rao-Wilton-Glisson)矢量基函数展开。以表面阻抗并矢表征电磁参数，给出典型各向异性阻抗面目标的电

磁仿真算例，结果与 Mie 级数等精确解吻合良好，显示了该方法的有效性。 
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Abstract: Based on Impedance Boundary Condition (IBC), a Method of Moments-Physical Optics (MoM-PO) 

hybrid method is proposed for modeling the electromagnetic scattering from three-dimensional (3-D) anisotropic 

impedance surface. The surface equivalence principle is adopted while the scattering can be replaced by the 

radiation of surface electromagnetic currents in the MoM-and the PO-region, with the current expanded by 3-D 

Rao-Wilton-Glisson (RWG) vector basis functions. The simulation of target coated with anisotropic material is 

performed with the electromagnetic parameters characterized by the surface impedance dyadic, while the 

numerical results agree well with the exact solutions such as Mie series, which shows the validity of the proposed 

method.  
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1  引言  

将雷达吸波材料涂覆于目标表面实现目标雷达

散射截面(RCS)的缩减在军事领域具有重要的意

义，是雷达对抗中的关键技术之一。3 维各向异性

材料涂覆目标的电磁散射有两种不同建模方法，一

种直接以 ε 或μ张量表征材料的电磁参数，进而考

察该材料与理想导电(PEC)目标的复合散射 [1 4]− ，应
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用非常广泛，但在处理高频绕射等问题时碰到困难；

另一种则将薄层材料涂覆目标这种复合结构等效为

阻抗面，采用表面阻抗并矢来表征其电磁参数，大

大简化散射电磁场的求解过程 [5 10]− 。文献[7,8]在阻

抗面电磁散射方面做了大量前瞻性工作，给出了ε , 
μ张量表征的各向同性材料涂覆于目标表面得到的

复合结构的等效表面阻抗并矢的表达式及其适用条

件，是我们的研究工作的基石。Pelosi 等人[9]提出了

一种 PO 方法用于分析各向异性平面结构目标的散

射，但高频方法适用于电大尺寸问题，且未作各向

异性非平面结构目标方面的研究。文献[10]提出各向

异性材料涂覆导电目标电磁散射问题的 MoM 解决

方案，但随着目标电尺寸的增大，极大的计算时间
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和内存需求往往超出计算机的承受能力。Jakobus
将 MoM-PO 方法应用到具有介质涂层结构的金属

面目标电磁问题研究[11]，但由于未能解决介质面上

MoM区与PO区之间的耦合问题而只得将介质部分

都划归 PO 区。 
本文首次将基于阻抗边界条件的 MoM-PO 混

合方法应用于各向异性阻抗面目标电磁散射问题，

并充分考虑 MoM 区与 PO 区之间的耦合作用。根

据表面等效原理，将空间散射场等效为 MoM 区和

PO 区电磁流的辐射场，感应电磁流以 3 维 RWG 矢

量基函数展开，选用表面电场积分方程简单有效地

处理任意形状阻抗面目标的电磁散射问题。其中介

质 MoM 区和介质 PO 区耦合作用的引入，有效地

补充了 Jakobus 的工作。 

2  算法原理 

2.1 阻抗面散射混合方法表述 
如图 1 所示，在目标表面小面元上建立局部参

考坐标系(x ,y ,z )，其中x ,y 为目标表面的两个切

向单位矢量， z为外法线方向单位矢量。各向异性

材料的光轴方向矢量设为u和v，其中 u 轴与 x 轴

夹角为光轴偏角 ξ 。 

 

图 1 局部坐标系和各向异性光轴示意 

对于任意形状的 3 维阻抗面，其任意主轴分布

的表面阻抗并矢为 0 11 12 21(Z xx xy yxη η η= + +η  

22 )yyη+ ，写成矩阵形式为[12] 
11 12

0
21 22

Z
η η
η η
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

η             (1) 

其中 2 2 2 2
11 22= cos + sin , = sin + cos ,u v u vZ Z Z Zη ξ ξ η ξ ξ  

12 21= =( )sin cosu vZ Zη η ξ ξ− , 0Z 为自由空间波阻抗。 
前苏联学者 Leontovich 提出的阻抗边界条件适

用于非理想导体或有耗涂层的理想导体与周围媒质

的界面上，它可以表示为 
( ) ( )× × = − ⋅ ×n n E n Hη         (2) 

在目标的表面边界上应用等效原理，薄层介质

涂覆导电目标可等效为阻抗面上的等效电流源J 和

磁流源M 散射电磁场的问题。这组等效源满足 

,  = × = ×J n H M E n           (3) 

依据散射叠加定理得 
i s= +E E E                    (4) 

联立式(2)-式(4)得 
( )= ⋅ ×M J nη                  (5) 

( )i s× + − ⋅ =n E E J 0η          (6) 

为实现 MoM-PO 算法，首先要将整个求解区域

合理地划分为 MoM 区和 PO 区。考虑到有限长各

向同性阻抗劈边缘的高频电磁散射问题已得到有效

解决[7]，但有限长各向异性阻抗劈边缘暂时未见到有

效的高频渐近解，因此在分区时尽可能将散射体上

的边、角等不连续区域划归 MoM 区，而把光滑、

连续的区域划归 PO 区，对于曲率无明显变化的目

标，则可以将散射贡献较大的少量区域划归 MoM
区，从而有效提高该混合算法的求解精度。空间散

射场 sE 可等效为 MoM 区和 PO 区电磁流的辐射场

(时谐因子 jwte ) 
MM MM PO PO( )+ ( )+ ( )+ ( )s e m e m
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电流用 RWG 基函数展开得 
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MM MM PO PO

1 =1

,  
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n n k k
n k
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= =∑ ∑J f J f     (8) 

则磁流为 
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1
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1

[( ) ]
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∑
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      (9) 

其中 MMN , POK 分别为 MoM 区、PO 区基函数数目。 
先利用 MoM 区与 PO 区的耦合作用建立 MoM

区与 PO 区电流之间的联系，具体过程如 2.2 节所

述。然后在 MoM 区，联立边界条件和电场积分方

程，采用 Galerkin 匹配法得到矩阵方程，求解该矩

阵方程得 MoM 电流展开系数，则 MoM 磁流和 PO
电磁流易于得到，具体过程如 2.3 节所述。 
2.2 PO 区电流表述 

定义入射波单位矢量 i 与面元外法向单位矢量

n 构成的平面为入射平面，指定垂直极化方向和平

行极化方向分别为入射电场相对于入射平面的垂直

方向和水平方向。反射波单位矢量为 rs ，令反射电

场的垂直极化方向与入射电场垂直极化方向一致。
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则有 
POPO PO

POPO PO

// //

// //

,i iii i

i iii i

E E

H H

⊥⊥

⊥⊥

⎫⎪= + ⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭

E e e

H e e
        (10) 

其中 

// //,  , i i i r r rr
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×
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×
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e e e e e i e e s
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根据 Leontovich 阻抗边界条件得 
PO PO

PO PO

x y

y x

E H

E H

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

η            (11) 

引入并矢反射系数 11 12// // //
r i r i

E R R ⊥= + +R e e e e  

21 22//
r i r iR R⊥ ⊥ ⊥+e e e e ，满足 PO POr i

E= ⋅E R E ，即 

PO PO

PO PO

11 12// //

21 22

r i

r i

R RE E

R RE E⊥ ⊥

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
       (12) 

入射波矢量与面元法向夹角为Θ，入射波在阻

抗面内投影单位矢量 ⊥= ×n eτ ，根据阻抗边界条

件令 

　

PO PO
11 12

0PO PO
21 22

,
E H

Z
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τ

τ
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如图 1 所示定义角度χ，由几何关系得 
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      (14) 

联立式(10)-式(14)得 
1cos cos0 1sin sin

cos sin sin cos1 0

χ χχ χ
χ χ χ χ

−⎡ − ⎤⎡− ⎤ ⎡ ⎤
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ζ η (15) 

从而得到反射系数为 
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            (16) 

PO 区电流的表达式为 
PO PO

PO PO

PO

0

( )

     ( + )

i r

ri r Z

δ

δ

= × +

= × × ×

J n H H

n i E s E     (17) 

式中 PO inc MMi i s= +E E E ,  incinc inc
// //

i iii iE E⊥⊥= +E e e , 
MM

MM MMMM
1

Ns s
n nn

J
=

= ∑E E ,  MM ( ) ((s e m
n E n E n= +E L f L η  

) )n⋅ ×f n , δ 为照亮因子，阴影区值为 0，照亮区值为

1。当激励源为外加电磁场时有 incδ δ= ， 当激励

源为 MoM 区散射场时有 MMδ δ= 。 
运用点匹配法可导出 PO 区电流展开系数与入

射场、MoM 区电流展开系数的关系。匹配点取在

PO 区三角面元对的公共边的中点处，定义 k
+
t 和 k

−
t

为 PO 区第 k 个公共边中点处垂直于该公共边的单

位矢量，如图 2 所示。 

 

图 2 公共边上匹配点 

k
+r 和 k

−r 是与该公共边相对的三角形顶点， 1kr
和 2kr 为该公共边的两个端点， 1 2( )/2k k k= +r r r 为

该公共边的中点。单位向量 k̂
±t 可由下式确定： 

2 1 2 1 1

2 1 2 1 1

( ) [( ) ( )]

| ( ) [( ) ( )] |
k k k k k k

k

k k k k k k

±

±

± − × − × −
=

− × − × −

r r r r r r
t

r r r r r r
∓  (18) 

单位向量 (1/2)( )k k k
+ −

= +t t t 具有如下性质： 

( )
1,

0,
k n k

n k

n k

⎧ =⎪⎪⎪⋅ = ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
t f r          (19) 

将式(8)，式(10)，式(12)代入式(17)，并用 kt 对等

式的左右两边作点乘得 
PO inc PO-MM MM= + ⋅J J T J       (20) 

其 中 PO PO inc inc PO-MM PO-MM[ ], [ ], [ ],k k knJ J T= = =J J T  

MM MM[ ],nJ=J incincinc inc
22 21 //{[(1 ) ]ii

kkJ R E R Eδ ⊥= ⋅ − −t
incinc PO-MM

12 11 0//cos +[ +(1+ ) ]( )}/ ,ii
k knR E R E Z TΘ ⊥ ⊥⊥⋅ ×e n e

MM MMMM
22 21 //{[(1 ) ]cosi is s

k n nR Rδ Θ ⊥⊥= ⋅ − ⋅ − ⋅t E e E e e
MM MM

12 11 0//+[ (1 ) ]( )}/i is s
kn nR R Z⊥⊥⋅ + + ⋅ ×E e E e n e 。 

2.3 Galerkin 匹配法得 MoM 区矩阵方程 

在 MoM 区，式(6)可表示为 
MM MM MM( )i s× + − ⋅ =n E E J 0η       (21) 

采用试函数 MM( 1,2, , )m m N=f 与基函数形式相同
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的 Galerkin 匹配法，得 
MM MMMM, , ,i s

m m m〈 〉 = 〈 ⋅ 〉−〈 〉E f J f E fη    (22) 

其中 , d
s

s〈 〉 = ⋅∫f g f g 表示对两个矢量函数的内积 

的 积 分 。 MM inc PO ,i i s= +E E E PO PO( )s e
E=E L J  

PO( )m
E+L M , MM MM MM( ) ( )s e m

E E= +E L J L M 。 
联立式(8)，式(9)，式(20)和式(22)得 

MM MM-PO PO-MM MM MM( )+ ⋅ ⋅ =Z Z T J V    (23) 

其中 MM MM[ ]mnZ=Z 为 MoM 区电流基自作用矩阵，

元 素 为 MM , ( )+ (( )e m
mn n n m E n E n nZ = 〈 ⋅ 〉−〈 ⋅f f L f L fη η   

),n m× 〉n f ; MM-PO MM-PO[ ]mkZ=Z 为 MoM 区与 PO 区

电流基的互作用矩阵，元素为 MM-PO ( )e
mk E kZ = −〈L f  

+ (( ) ),m
kE k k m⋅ × 〉L f n fη ; PO-MM PO-MM[ ]knT=T 反映了

MoM区电流对PO区的激励作用，可称为激励矩阵；
MM MM[ ]mV=V 为考虑了 PO 区耦合作用后的 MoM

区电流基的电压矩阵，元素为 incMM ,i
m mV = 〈 〉E f  

PO
MM-PO inc

1

K
mk kk

Z J
=

− ⋅∑ ; inciE 为外加入射电场，根据 

激励源的不同可取不同的形式，平面波入射则为
inc incinc 0 0( )i ii jE E eθ φ

− ⋅= + k rE θ φ 。 
需要注意的是，当源点 'r 所在三角形面元与场

点r所在三角形面元重合时，内积的积分会出现奇

异性。文献[13]对格林函数及其梯度的奇异积分的处

理作了详细的推导，这里不做赘述。求解矩阵方程

即可得到 MoM 区电流，则 MoM 区磁流和 PO 区电

磁流很容易得出，进而可求得给定阻抗面的电磁散

射特性。当表面阻抗参数满足 u vZ Z= 时，该算法退

化为各向同性情形。当 = 0η 时，该算法退化为 PEC
情形。 

3  数值算例及结果分析 

应用该各向异性 MoM-PO 混合方法进行电磁

散射特性分析，给出两个算例，入射波为频率

300 MHzf = ，电场 θ 极化的平面波，数值结果为

主频 2.8 GHz 单 CPU 计算所得。 
算例 1 各向异性阻抗平板的电磁散射有许多重 

要的实际应用，是复杂 3 维金属目标 RCS 缩减的理 
论基础。考察边长 10 m 无限薄正方形平板，根据文

献 [9]取上表面各向异性阻抗参数为 2uZ = , vZ  

5= ，光轴偏角 35ξ = 。入射角 0 0 90θ = ∼ , 0φ  

25= 。分别将靠近边缘和靠近中心处的少量基函数

划归 MoM 区，其他大量基函数划归 PO 区，根据

后向散射场计算得到的单站 RCS 结果如图 3 所示，

与采用文献[10]中提出的MoM方法计算得到的结果

吻合良好，相应的计算效率见表 1 所示。 

表 1 计算时间和内存需求 

方法 未知量 时间 (h) 内存 (GB)

MoM 15130 64.80 3.43 

MoM-PO
MoM 区 3366 

PO 区 11764 
2.95 1.02 

 
算例 2 由于各向同性阻抗球面的电磁散射已有

Mie 级数解，故给出该 MoM-PO 算法求解得到的双

站 RCS，验证算法的准确性。考察半径 6 ma = 球

面，根据文献 [8]取表面各向同性阻抗参数为 uZ  

0.1 0.01vZ j= = − ，入射角 0 0θ = , 0 0φ = ，散射

角 0 180θ = ∼ , 0φ = 。考虑到照亮区面元的电

磁散射起主要贡献，将照亮区中面片法向与入射波

方向接近平行的 6083 个基函数划归 MoM 区，其余

16894 个基函数划归 PO 区。数值计算得到的归一

化双站 RCS 结果如图 4 所示，与 Mie 级数结果非常

接近。 

4  结束语 

基于阻抗边界条件，本文提出了 3 维各向异性

阻抗面目标电磁散射的 MoM-PO 混合算法。通过两

个典型算例，验证了该算法的精度及效率。当退化

为各向同性或 PEC 情形时，该算法仍然精确有效，

大大拓宽了其应用范围，可进行导电目标表面全部

或局部涂覆各向同性或各向异性材料情形下的电磁 

 

图 3 各向异性阻抗平板的单站 RCS                       图 4 各向同性阻抗球面的双站 RCS 
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仿真，为目标的雷达隐身提供理论支持。相比 MoM
算法，在精度满足要求的同时，计算速度大幅提升，

内存需求也得到很大程度的减少，从而更好地应用

于工程实际问题。 
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