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模型噪声中的稀疏恢复算法研究 
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摘  要：针对观测和传感矩阵都存在噪声扰动的欠定线性系统的稀疏恢复问题，该文基于 FOCUSS(FOCal 

Underdetermined System Solver)算法提出了一种改进算法——SD(Synchronous Descending)-FOCUSS。文中由

MAP( 大后验)估计方法推导出系统模型的的目标函数，应用松弛迭代算法对其进行优化从而找到近似 优的稀

疏解。SD-FOCUSS 算法可应用于 MMV(多观测向量)模型。可证明 SD-FOCUSS 是收敛算法； 后用仿真实验展

示了与其他算法相比时，新算法在准确性、稳定性等方面的优越性。 
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Abstract: For sparse recovery of underdetermined linear systems where noise perturbations exist in both the 

measurements and sensing matrix, based on FOCal Underdetermined System Solver (FOCUSS) algorithm, an 

improved algorithm, named Synchronous Descending (SD) –FOCUSS, is proposed. The objective function of 

system model is deduced through a Maximum A Posteriori (MAP) estimation; then approximate optimum 

sparse-solution can be found while optimizing objective function using iterative relaxation algorithm. Another 

breakthrough of SD-FOCUSS is that the new algorithm can be applied to Multiple Measurement Vector (MMV) 

models. The convergence of SD-FOCUSS algorithm can be established with mathematical proof. The simulation 

results illustrate advantages of the new algorithm on accuracy and stability compared with other algorithms.  
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1  引言  

由于在信号处理、信息编码、医学成像等众多

领域的广泛应用，以CS(压缩感知/压缩采样)理论[1,2]

为支撑的稀疏恢复成为学者们日益关注的热点问

题。目前求解欠定线性系统稀疏解的算法大多都是

针对无噪声或观测有噪声的系统提出的，如凸优化

方法[3,4]，贪婪算法(包含匹配追踪 MP，正交匹配追

踪 OMP[5]，正则化正交匹配追踪 ROMP[6]，压缩采

样匹配追踪 CoSaMP[7]等)，以及与本文密切相关的

FOCUSS(FOCal Underdetermined System Solver)
算法 [8 10]− 等。这些算法对传感矩阵中存在噪声的情

况(模型噪声)未加考虑。目前，只有一小部分研究
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关注了线性回归模型中传感矩阵受扰的情况。

Herman 等人[11]分析了模型噪声存在对 BP(Basis 
Pursuit)算法[12] 的性能影响，并给出了 BP 算法稳

定恢复的条件；Zhu 等人[13]把 TLS 方法应用于处理

矩阵扰动情况，基于 Lasso 算法[14]提出了新算法

S-TLS。但是，文献[11]只是从理论上分析了存在模

型噪声时稀疏解的界的问题；文献[13]的研究局限于

凸优化方法(Lasso 算法属凸优化范畴)，不适用于大

规模运算；作为可求解较大规模稀疏恢复问题的

FOCUSS 算法，文献[15,16]提出了 TLS(Total Least 
Squares)-FOCUSS 算法，但在求解过程中需要进行

EVD(特征值分解)运算，运算速度受到一定程度的

限制。 
本文的主要创新是基于总体 小二乘模型扩展

了 FOCUSS 算 法 ， 提 出 了 SD(Synchronous 
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Descending)-FOCUSS 算法。新算法具备 FOCUSS
算法收敛快速、适应性强等优点，在对存在模型噪

声的系统进行稀疏恢复时，比同类算法 S-TLS, 
TLS-FOCUSS 恢复成功效率更高，结果更精确，计

算速度更快。此外，SD-FOCUSS 算法解决存在模

型噪声的情况下同类算法无法应用于 MMV(多观测

向量)模型的问题，进一步延伸了新算法的应用领

域。 

2  受扰动的线性回归模型 

考虑欠定线性系统 =y xΦ ，其中x 为待重构的

1n× 维未知向量，y 为已知的 1m× 维观测向量，Φ
为已知的m n× 维基(传感)矩阵。 若已知x 是稀疏

的，即 1n× 维向量x 中至少有n m− 个项的值为 0， 
根据 CS 理论，x 可以通过解决 1min s.t. =x y xΦ
这个凸优化问题精确重构出来。当观测中存在噪声

时，即 = +y x eΦ 时，相应的求解方法可表达为一

个拉格朗日形式的凸优化问题[12,17]： 2
2min −y xΦ  

1γ+ x 。对存在模型噪声的的系统又该如何重构稀

疏向量x 呢？受扰动的线性回归模型可表述为[13,15] 

( )= + +y E x eΦ             (1) 

其中E为模型噪声矩阵，e为观测噪声向量。 ,e E都

属白噪声且相互独立，假设 2
1 1(0, )N σe I∼ , vec( )E  

2
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1 2,C C 是常数。本文认为x 是 k -稀疏的。如何找出

式(1)的稀疏解是本文的目的。 
针对式(1)的稀疏恢复算法，文献[13]和文献[15]

分别提出了 S-TLS 算法和 TLS-FOCUSS 算法。为

了优化所构建的目标函数，S-TLS 采用迭代交替下

降法，把x 和E都作为变量来处理，先假设估计值

E已知找出x 的估计值x ，再假设估计值x 已知找

出E的估计值E，如此交替迭代使用 Lasso 方法，

直到找到一个收敛解。在 终收敛前，S-TLS 每次

迭代都需进行一个完整的凸优化运算，因此计算复

杂度和运算时间极大地限制了该算法的推广应用。

TLS-FOCUSS 的复杂度和运算时间都得到了很大

改善，但每次迭代中都需进行 EVD 运算，使其不能

很好地应用于超大规模计算。此外，上述算法都不

是针对 MMV 模型提出的算法，因此不适用于 DOA
估计、源定位、脑磁成像等领域。本文提出的

SD-FOCUSS 算法在每步迭代中同时估计x 和E，

完成运算只需一个收敛过程，计算复杂度显著降低，

计算速度更快，可适用于超大规模计算问题；同时，

该算法是针对 MMV 模型提出的有效恢复算法。 

3  SD-FOCUSS 算法 

3.1 算法推导 
把模型式(1)中的x 和E都作为随机变量，由贝

叶斯理论可得到 ,x E的联合 MAP 估计为 

MAP MAP ,
,

,

[ , ] argmax ln ( , | )

               argmax[ ln ( | , )

                  ln ( ) ln ( )]
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+ +
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可知 ( ) 22
1 12

ln ( | , ) (1/ )P Cσ= − + +y y x E y E xΦ 。要 

进一步讨论，必须得到稀疏向量x 的先验分布情况。

文献[9]中已证明用广义高斯分布来近似逼近 x 的

PDF 是合理的，即 

3
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其中 (0,1]p ∈ 是可设置的范数因子( p 越小，结果越

精确，计算量越大)， 3C 是一个常数， 2 /22 pβ −=  
(1/ )

(3/ )

p
p

Γ
Γ

[ 9 ] ( ()Γ ⋅ 代表标准 Gamma 分布函数)， 

由式(3)，式(4)可得以 ,x E 为变量的目标函数 

( ) 2 2 2 H
1 22
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pJ σ σ γ−= − + + +x E y E x E E xΦ  
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其中 2
1 / pγ σ β= , 
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=

= ∑x , tr()⋅ 代表矩 

阵的迹，且有 2Htr( ) F=E E E 。 优解需满足的必

要条件是 ( , )J x E 对分量 ,x E 的偏导都等于 0，即 
(1) *( , ) 0EJ∇ =x E 。由 H( , ) (EJ∇ = −x E Exx y  

H 2 1
1 2) σ σ−− +x x EΦ ，可得到 

H
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式(6)推导中用到了矩阵求逆引理的扩展形式，即
H 1 H H H 1( ) ( )λ λ− −+ = +I F F F F I FF 。 

(2) *( , ) 0xJ∇ =x E 。我们有 
H H

* * *2( ) ( ) 2( ) 2 ( ) 0αΠ+ + − + + =E E x E y x xΦ Φ Φ  

其中 /2pα γ= , ( )2
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把式(6)代入式(7)，可知式(7)左右两边都是关

于的 *x 的表达式。应用迭代松弛算法，可得递推求

解公式 H 1 H( )k k k k kα −= +x W A A I A y ，其中 (k =A Φ  

* 1( ))k k−+E x W ,  ( )1 /2
1 1, ,

diag | [ ] | p
k k i n

x i −
− =

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦W 。 

由矩阵求逆引理， 
 H H 1( )k k k k k α −= +x W A AA I y         (8) 

随着 k 的增加，当 kx 或 KE 的值不再变化或变化很

小时，结束迭代得到收敛解。 
以下是 SD-FOCUSS 算法步骤： 
初始化：y , 0x , 0E , Φ , 1σ , 2σ , p , ε ( ε为

预设的收敛参数) 

(1)令 1 /2
1

1, ,
diag [ ] p

k k
i n

x i −
−

=

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎟⎜= ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎜⎣ ⎦⎝ ⎠
W ； 
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(3)计算 H H 1= ( )k k k k k α −+x W A AA I y，其中，α =  
2
1

2 p

pσ
β

； 

(4)如果
2 2

1 12 2k k k− −− <x x x ε，算法结束，输 

出结果；否则转到步骤(1)。 
3.2 算法收敛性证明 

由式(8)，令 k k k=x W b ，其中 kb 可看成优化问

题
2 2

22
argmink k kb α= − +b y AW b 的解。等价地，

kx 可看成是优化问题 argmin ( )k x kQ=x x ( ( )kQ =x  
2 1 2
2 2|| || || || )k kα −− +y A x W x 的解。可知 SD-FOCUSS

算法可看成一个迭代加权 小 2 -范数方法，这与

FOCUSS 方法本质上是一样的 [8,9]。因为 kx 是令

( )kQ x 小的值，所以当 1k k−≠x x 时有 ( )k kQ ≤x  

1( )k kQ −x 。文献[9]证明了以下结论 
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因为 kE 是 1( , )kJ −x E 的 小值，有 ( )1,k kJ − ≤x E  
( )1 1,k kJ − −x E 。所以 ( ) ( )1 1, ,k k k kJ J − −≤x E x E ，且

( ,J x ) 0≥E ，可知 SD-FOCUSS 是一个收敛算法。 

4  MMV 模型下的 SD-FOCUSS 

除了低计算量，SD-FOCUSS 的另一优点是可

应用于 MMV 模型，这是 S-TLS 和 TLS-FOCUSS
未能处理的。假设 ( ) ( ) ( )( )l l l= + +y E x eΦ , =1, ,l L ，

其中 ( )l m∈y C , ( )l n∈x C , L 为观测的快拍数；
( ), 1, ,l l L=x 都是稀疏的且稀疏基坐标相同。令

(1) ( )[ , , ]L=Y y y , (1) ( )[ , , ]L=X x x 。可称X 是行

稀疏的矩阵。 
MMV 模型的优化目标函数表示为[10,17]  
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/22
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权重矩阵 kW 的表达形式为[10] 

( )1 /2diag [ ] p
k kc i −=W ，其中 ( )
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1
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式(8)可重写为 H H 1( )k k k k k α −= +X W A AA I Y 。对于

*( , ) 0J∇ =E X E ，可更新式(6)为 
12

H H1
1 1 1 12

2

( )k k k k k
σ
σ

−

− − − −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
E Y X I X X XΦ  (10) 

MMV模型的SD-FOCUSS算法步骤总结如下： 
初始化： 0X , 0E , Φ , 1σ , 2σ , p  

(1)令 ( )1 /2

1, ,
diag [ ] p

k k i n
c i −

=
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦W ，其中， [ ]kc i =  

( )( )
1/22( )

11
[ ]

L l
kl

x i−=∑ ； 

(2)计算 2 2 H 1
1 1 2 1 1=( )[ ]k k k kσ σ− −

− − −− +E Y AX I X X  
H

1k−⋅X ，及 ( )k k k= +A E WΦ ； 
(3)计算 H H 1( )k k k k k α −= +X W A AA I Y ； 
(4)如果 2 2

1 2 1 2|| || || ||k k k− −− <X X X ε , 算法结束，

输出结果；否则转到步骤(1)。 

5  算法仿真与性能分析 

仿真中的参数设置如下：范数因子 0.5p = ，收

敛门限 0.01=ε ；在 Monte Carlo 仿真中，进行 1000

次独立实验；m n× 维的传感矩阵Φ 为高斯随机矩

阵，Φ中各项服从独立同分布的正态分布。仿真中

恢复结果的 k 个非零项位置(前 k 个 大值点)与实

际位置完全匹配，则认为算法成功；否则认为算法

失败。 
5.1 SMV 仿真实验 

本节用数字仿真实验说明 SD-FOCUSS 算法对

观测向量和传感矩阵都受扰动的系统的稀疏恢复性

能。仿真中，x 是k -稀疏的随机输入向量，且x 的 

能量幅度是归一化的，即
2

| 1|ix =∑ ；各次实验中， 

e中各项服从独立同分布的均值为 0、方差为 2
1σ 的

随机高斯分布，E 中各项服从独立同分布的均值为

0，方差为 2
2σ 的随机高斯分布，e和E 互相独立；
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系统中关 于信号与 观测噪声 的能量比 记为

SN(M)R，关于信号与基矩阵噪声的能量比记为

SN(D)R ， 则 2
1SN(M)R 10 lgσ= − , SN(D)R =  

2
210 lgσ− ；非零项坐标集T 中各项(无重复地)服从

1 n∼ 的离散均匀分布。接下来的单快拍(SMV)模型

仿真中，与 SD-FOCUSS 进行对比的算法包括：标

准 FOCUSS 算法，S-TLS 算法及 TLS-FOCUSS 算

法。 
图 1涉及的实验中，信号稀疏度 3k = , SN(M)R 

=15 dB，传感矩阵的行数和列数分别为： 20m = , 
0n = 。针对不同的 SN(D)R，图 1(a)给出了各算法

稀疏恢复成功率的统计曲线；图 1(b)给出了在算法

正确找出信号非零项位置T前提下，幅度恢复的均

方误差(MSE)曲线。从图 1 可看出，在模型噪声和

观测噪声同时存在的环境中，与其他算法相比，SD- 
FOCUSS 算法稳健性更好，恢复的精度也更高。 

针对不同的稀疏率( /k n )，图 2 给出了各算法

稀疏恢复成功率的曲线图，仿真设置为： 20m = , 
30n = , 1, ,10k = , SN(M)R=SN(D)R=15 dB。

图 2(a)中 Tx 各分量幅度服从正态分布；图 2(b)中 Tx
各分量幅度均为 1。从图 2 中可看出，SD-FOCUSSS
和 TLS-FOCUSS 的稳健性，要优于传统稀疏恢复

算法(以 FOCUSS 为例)，以及同样能够抑制模型噪

声的 S-TLS 算法；SD-FOCUSS 的稳健性稍逊于

TLS-FOCUSS，但其在计算速度上的优势足以弥补

其相对于 TLS-FOCUSS 的劣势。 
表 1 给出了各算法在同等条件下的运行时间，

仿真条件为：仿真软件为 Matlab 7.9，计算机配置

为 Core2 1.8 GHz, 2 G 内存， 128m = , n = 512 。

其中，S-TLS 算法的运行时间 长；TLS- FOCUSS
算法在运算速度上有一定提高，但远不如 SD- 
FOCUSS 算法；SD-FOCUSS 算法在可处理模型噪

声的同类稀疏算法中，运算速度是 快的，已接近

基本 FOCUSS 算法的运算速度。 
通过本小节仿真实验，可得出 SD-FOCUSS 算

法无论是在恢复成功率、恢复精度，还是运算速度

方面，与同类算法相比，其性能都是较优的。 
5.2 MMV 模型中的稀疏恢复 

本仿真主要考察在 MMV 模型中 SD-FOCUSS
稀疏恢复的性能。X是一个n L× , k 行稀疏的输入

信号矩阵，Y 为m L× 的观测矩阵，L 为快拍数。

每次实验中，X的非零行坐标T服从离散的均匀分

布；非零行中各项均由服从标准正态分布的函数随

机独立产生；观测噪声矩阵 ( )
1, ,[ ]l

l L=e 中各分量均服

从独立同分布的、均值为 0 方差为 2
1σ 高斯随机分布，

模型噪声矩阵E 中各分量均服从独立同分布的、均 

表 1 各类算法运行时间(ms) 

SNR(dB) FOCUSS TLS-FOC S-TLS SD-FOC

10 3.6 102.4 353.4 12.1 

11 3.1  87.8 284.4  9.5 

12 2.9  87.7 270.4  9.6 

13 2.7  87.6 262.9  9.2 

14 2.7  87.8 257.7  8.7 

15 2.7  87.7 252.1  8.7 

16 2.7  87.7 249.7  8.3 

17 2.6  87.8 248.4  8.1 

18 2.6  87.8 246.5  7.8 

19 3.2 103.2 268.3  9.6 

20 2.6  88.0 246.2  7.4 

 

值为 0 方差为 2
2σ 高斯随机分布，且 ( )

1, ,[ ]l
l L=e 和E相

互 独 立 。 系 统 模 型 可 表 述 为 ( )= +Y E XΦ  
( )

1, ,[ ]l
l L=+e 。真值和估计值的相对 MSE 定义为[10]： 

2

2

|| ||

|| |
MSE

|
E F

F

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

X X
X

。仿真中除了 MMV SD- 

FOCUSS算法，其他算法还包括[10]：MMV FOCUSS, 

Regularized MMV FOCUSS 及 MMV OMP。 

仿 真 参 数 设 置 如 下 ： 矩 阵 维 度 20m = , 

30n = ，稀疏度 7k = 。信噪比 SNR 和快拍数L 根

据仿真背景不同会产生一些变化。图 3 与图 4 分别

给出了当 2,5,6L = 时算法成功概率曲线和恢复幅度

MSE 曲线，可发现随着L 的增大，各算法的成功率

都有所上升，而 SD-FOCUSS 的成功率一直是 高

的，并且恢复精度也一直是 好的。 

6  结束语 

本文针对观测向量和传感矩阵都受到扰动的欠

定系统，通过扩展 FOCUSS 算法，提出了新的稀疏

恢复算法
   

SD-FOCUSS 算法。新算法通过数学证

明是可收敛的，且可应用于具有行稀疏结构的

MMV 模型。仿真实验表明，与未考虑矩阵扰动的

FOCUSS 算法及同类算法中的 S-TLS 算法，

TLS-FOCUSS 算法相比，无论是恢复成功率还是恢

复精度，新算法的恢复性能都具有明显的优势；同

时，新算法又大大提升了模型噪声下稀疏恢复的运

算速度。SD-FOCUSS 对于实际应用问题，如 DOA

估计，频率估计，认知无线电传感等方面，有着广

泛的应用前景。 
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图 1 稀疏度 3k = 时各类算法性能比较 ( 20,  30)m n= =  

 

图 2 不同 /k n 时各类算法成功率比较 ( 20,  30)m n= =  

 

图 3 不同 L 值时各算法的成功率 

 

图 4 不同 L 值时各算法恢复结果的 MSE 
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