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改进的 TV-Stokes 图像修复模型及其算法 
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摘  要：该文在研究图像修复的基础上，提出了一种改进的 TV-Stokes 图像修复模型。通过分析新模型的性质，

给出一种高效且快速的数值算法。由于新模型耦合了两个变量，因此新算法首先采用交替迭代策略化原问题为两个

去耦的次问题，然后再对两个次问题分别利用对偶方法和分裂 Bregman 方法进行数值求解。实验结果表明该文所

提出的算法不但修复图像的效果较好，而且修复的速度较快。 
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Abstract: In this paper, an improved TV-Stokes image inpainting model is proposed based on the study of image 

inpainting. By analysing the properties of new model, an efficient and fast numerical algorithm is introduced. 

There are two variables in the new model, so it is firstly turned into two simple submodels by using alternating 

iteration method in the new algorithm, and then the two subproblems are solved using dual formulation and split 

Bregman method respectively. Experimental results show the new algorithm can not only get the better inpainting 

effect, but also improve the inpainting speed. 
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1  引言  

图像修复是当前数字图像处理和计算机图像学

中的一个热点问题，其在文物保护、剔除图像或视

频中的一些文字、修复网络传输中丢失或损坏的视

频信息以及影视特效制作等方面都有很高的应用价

值。   
从数学的角度看，图像修复是一个病态问题，

因为没有足够的信息可以保证能唯一正确地恢复被

损坏部分。因此，人们从视觉心理学的角度进行分

析，提出了各种假设限定来解决这个问题。 
Bertalmio 等人[1]首先提出了一种基于等照度线

传输的修复模型。该模型依据美术家修复图片的方

法，将图片中每个像素点的平滑度沿等照度线传输。

由于将图像平滑度填入目标区域，修复后的图像目

标区域轮廓自然效果很好。但由于等照度线间无信
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息交互，为保证模型的稳定性需要强制附加各向异

性扩散过程。模型缺乏数学理论依据。Criminisi 等
人[2]提出了一种基于纹理合成的修复方法。该方法在

待修复区域的边界通过块匹配的方式选择合适的纹

理进行填充。这种算法虽对纹理修复有较好的结果，

但对结构信息的修复能力有限。为了能同时修复结

构和纹理，文献[3]提出了一种基于图像分解的非参

数采样纹理合成修复方法。在此基础上，Elad 等 
人[4]提出了一种基于图像分解的修复方法，不同的

是，他们利用稀疏表示来分别处理获得的结构层和

纹理层。这类基于分解的修复算法虽然能较好地修

复结构和纹理，但是修复过程比较复杂。对于图像

处理问题，小波一直起着举足轻重的作用 [5 7]− 。基

于小波的修复技术 先由文献[5]提出。该种方法对

于小波系数丢失较少时修复效果较好，但当小波系

数丢失较多时，则其修复结果中会出现一些模糊。

受文献[5]启发，文献[6]提出了一种基于 Haar 小波

阈值的修复方法。该方法虽能较好地处理结构信息， 
尤其是边。但对纹理信息的修复能力有限。 
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近年来，变分偏微分方程(Partial Differential 
Equation, PDE)方法已经成为图像处理领域的一种

重要工具[8,9]。Chan 等人[10]提出了一系列基于变分

PDE 的图像修复模型。总体变分(Total Variation, 
TV)模型选择有界变差(Bounded Variation, BV)为
图像处理空间，通过对 BV 空间中的总体变分能量

函数求 小值来修复图像。TV 模型虽能在噪声情

况下有效地对图像进行修复，但不满足人类视觉感

知要求的连通性原理。针对这一问题，Chan 等人[11]

又提出了曲率驱动扩散 (Cu r va tu r e  D r i ve n 
Diffusions, CDD)模型。然而，该模型是一个三阶的

PDE，因此数值实现比较复杂。 近，文献[12]基于

TV-Stokes 方程提出了一个二步修复模型，本文简 
称为 TV-Stokes 模型。该模型不仅可以避免高阶导

数的计算，而且还能获得较好的修复效果。 
本文在研究文献[12]的基础上，提出了一种改进

的 TV-Stokes 修复模型，并利用对偶方法[13]和分裂

Bregman 方法 [14 16]− 给出一种高效且快速的数值算

法。由于新方法对 TV- Stokes 模型中的两步从构成

方式及计算方式上分别进行了改进，因此，数值实

验表明，新方法相比于文献[12]不但修复的效果较

好，而且修复的速度较快。 

2  TV-Stokes 模型 

近，文献[12]提出了一个二步图像修复模型

(TV-Stokes 模型)，该模型经证明对非纹理图像已经

取得了较好的修复效果。若记Ω 为待修复区域，B 为

Ω 的外围区域，破损图像为 0d ，修复后的图像为d 。

则 TV-Stokes 模型的第 1 步就是解下面优化问题： 
2

0
0

1
min d d

B B
x x

Ω δ∪∇⋅ =
∇ + −∫ ∫t
t t t      (1) 

式中 ( ),vθ=t 表示切向量， 0 0d⊥= ∇t 表示破损图像

的切向量。第 1 项称为正则项，第 2 项称为保真项，

0δ > 是正则化参数，它在正则项和保真项之间起着

重要的平衡作用。 

一旦求得切向量t，则法向量 ( ),v θ⊥= = −n t 。

于是 TV-Stokes 模型的第 2 步就是重构适合法向量

n 的图像d 。该步通过极小化下面能量泛函来实现 

2
0
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d d x d d x

Ω δ∪

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟∇ −∇ ⋅ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫
n
n

(2) 

由式(1)看出，TV-Stokes 模型在构建切向场t
时，仅仅用到了初始的破损图像 0d ，而没用到第 2
步中的重构图d ，也就是说，TV-Stokes 模型中的两

步是独立进行的，并没有相互交织在一起。显然，

这样构建的向量场不是很准确。此外，文献[12]用梯

度下降法求解上面两步使得算法的修复速度较慢。 

3  改进的 TV-Stokes 模型及算法 

3.1 改进的 TV-Stokes 模型 

为了在构建向量场时能够充分利用重构图d 的

信息，本文提出一个改进的 TV-Stokes 修复模型。 
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式中u表示向量场， ( )xω 是权函数，前两项是正则

项，后两项是保真项， , , 0α β γ > 是正则参数。与

TV-Stokes 模型一样，本文提出的模型也主要是用

于非纹理图像修复。 

由于式(3)中包含两个变量u和d ，因此可通过

交替迭代策略将其转化成下面两个简单的子模型 
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显然，通过式(4)可以构建向量场u，而通过式(5)

能够重构与向量场u相适应的图像d ，与 TV-Stokes

模型相比，新模型主要具有以下优点： 

(1)式(4)在构建向量场u时，保真项中要求向量

场u逼近 kd∇ ，充分利用了上层重构出的图像 kd ，

这样可使构建的向量场u更准确。  

(2)式(5)在重构图像d 时，不仅保真项中充分利

用了经式(4)更新过的向量场 1k+u ，而且模型中还增 

添了一个加权的 TV 正则项 ( ) d
B

x d x
Ω

ω
∪

∇∫ ，该项

比不加权的 TV 正则项 d
B

d x
Ω∪

∇∫ 能更好地保持 

图像的特征[17]。 

(3)式(4)，式(5)中的保真项能够随交替迭代不

断地进行更新，这一点 TV-Stokes 模型是无法比拟

的。此外，新模型在带噪情况下也能有效地对图像

进行修复。 

3.2 算法提出 

为解式(4)，令 1 2( , )u u=u ，并分别固定 1 2,u u 可

得 

1
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式(6)，式(7)可以利用 Chambolle 的对偶方法[13]来求
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解。与传统的梯度下降法相比，该方法的收敛速度

比较快。详见文献[13]。 

定理 1  式(6)，式(7)的解分别为： 1
1
k k

xu d+ =  
1

2(1/ )div , (1/ )divk k
yu dβ β+− = −p m ，其中 ,p m 分

别满足 
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上面两式可以通过固定点迭代来实现。取 0 0,=p  
0 0=m , 则 
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证明  详细推导过程参见文献[13]。 
    分裂 Bregman 方法是由文献[14]提出的一种高

效的迭代方法，常用于求解带有 1L 项的优化问题。

这种方法具有许多优点。比如编程简单、数值求解

过程比较稳定、占有内存小且计算速度和收敛速度

快等。但它 主要的优点是收敛速度比较快。详细

原因参见文献[14]。本节将采用该方法对式(5)进行

数值求解。 
首先，在式(5)中引入辅助变量η来处理不可微 

项 ( ) d
B

x d x
Ω

ω
∪

∇∫ ，并令 d= ∇η ，通过添加等式 

约束，式(5)等同于下面的新变分问题： 
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其中 ( ) d
B

x xω Ω
ω

∪
= ∫η η 。 

在式(8)中引入惩罚项，使其转化成为无约束问

题，并引入 Bregman 参数b来更新迭代过程。 终，

求解式(5)的迭代公式如下： 
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式中 2⋅ 表示 2L 范数，μ为惩罚参数， ( )shrink ,⋅ ⋅ 为

阈值算子，其定义如下： 

( ) { }shrink , max , 0
x

x x
x

ξ ξ= − , 0ξ >  

式(9)中第 1 个问题可由式(10)迭代求得 

( ) ( ){ }1 *
0

k k k k k kd d t d d dγ μ+ ⎡ ⎤= −Δ − + ∇ ∇ − +⎢ ⎥⎣ ⎦bη  

           (10) 

其中 *∇ 为梯度算子∇的共轭，
,   

0,   

x B

x

γ
γ

Ω

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ ∈⎪⎪⎩
。 

    后，求解式(3)的完整算法描述如下： 
步骤 1 初始化： 0 0 0 00, 0, 0,d= = = =u p m  
0 0

0, 0, 0d = =bη ，并令 0k = ； 
步骤 2 由定理 1 算出 1 1

1 2,k ku u+ + ； 
步骤 3 由 式 (9) 和式 (10) 算 出 1 1( ,  ,k kd + +η  

1)k+b ； 
步骤 4 停止迭代：对 0ε > ，当 1 2

2|| ||k kd d+ −  

ε< 时，则停止迭代，并输出复原图像 1: kd d += ；否

则，令 1k k= + ，转步骤 2。 

4  数值实验 

为了验证新算法的有效性，本节分别对 3 幅大

小为256 256× 的受损图像进行修复实验，并将新算

法和文献[12]中方法进行比较。为保证比较的客观性

和公平性，本文严格按照文献[12]提供的方法对 TV- 
Stokes 模型进行数值实现，并从视觉效果与定量指

标两个方面对图像质量进行比较。采用的定量指标

为峰值信噪比(Peak Signal to Noise Ratio, PSNR)： 

( )

2

2

255
PSNR 10 lg

'
ij ij

i j

P P

MN

=
−

∑∑
 

式中P 为原始图像，P' 为修复后的图像，M 和N 为

图像尺寸大小， ,i j 为图像像素下标。 

    文献[12]在做数值模拟时取外围区域B 为一个

像素宽，为与其保持一致，本文的外围区域B 也取

成一个像素宽。此外，新模型中权函数 ( )xω 是一个

关于 d∇ 的减函数，本文实验中将其取成 1/(1 
2 )c d+ ∇ ，其中c 为大于零的常数。新算法步骤 2

中内循环次数 n 取为 2，停止标准中参数 ε 取成

0.01。 

实验 1  对含细节丰富的“Lena”图进行修复

试验。实验发现，新算法对参数α不是很敏感，对

其余参数较为敏感。大量的数值仿真结果表明，参

数α在 0.001 5∼ 之间取值时效果较优。本试验中取

参数 0.1,α = 1/15, 0.35, 0.1, 0.1c tβ μ= = = Δ = 。

图 1 给出了文献[12]方法和本文方法的修复结果。 
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图 1 Lena 图修复结果 

其中图 1(a)为原图像，图 1(b)为受损图像，图 1(c)
和图 1(d)分别为文献[12]( tΔ =0.5)和本文的修复结

果。从两种修复结果可以看出，在图 1(d)中，Lena
的鼻梁比图 1(c)得到较好地修复。  
    实验 2  对结构图“House”进行修复实验。实

验中参数α取 0.09 ，其余参数取值和实验 1 中相同。

图 2 给出了两种方法的修复结果。其中图 2(a)为原

图像，图 2(b)为受损图像，图 2(c)和图 2(d)分别为

文献[12]( tΔ =0.5)和本文的修复结果。比较两种修

复结果，可以看出， 在房子左边白色的房檐处，文

献[12]方法明显地把灰色扩散进来，引起较大的失

真。与其相比，本文方法获得了较好的视觉效果。 

    实验 3  为了验证新模型在去噪的同时也能对

图像进行有效地修复以及权函数 ( )xω 的有效性，本

文还对带噪的受损图“Bird”进行了仿真实验。试

验中所用参数分别为 5α = , 0.5, 0.5,β γ μ= = =  

0.5, 0.2, 0.2t cΔ = = 。图 3 分别给出了加权和不加

权两种情况下的实验结果，其中受损图像中加入了

方差为10的高斯白噪声。由图 3 的结果可以看出，

加权的 TV 正则项比不加权的 TV 正则项( )1ω = 能

更好地保持图像的边缘信息与纹理特征，这从小鸟

的爪子、翅膀、肚子上的羽毛等都能很清楚地看到。 

后，为了说明新算法的收敛性及其相比于

TV-Stokes 算法的优越性，本文还在图 4 中分别绘 

出了试验 1和实验 3 中峰值信噪比随迭代次数(文献 
[12]中指第 2步的迭代次数)的变化曲线图。从图 4(a) 
曲线的走势可以看出，本文方法不仅修复结果明显

优于文献[12]，而且还具有较快的收敛速度。从图

4(b)可以看出，加权的修复结果明显优于不加权的

结果，并且在两种情况下新算法不但是稳定的，而

且还都是收敛的。表 1 列出了实验 1 和实验 2 中两

种方法达到停止标准时的实验数据的比较结果。从

表中数据可以看出，本文的 PSNR 相比于文献[12]
有明显提高，修复时间明显少于文献[12]，因此，表

1从客观上也表明了本文方法比文献[12]方法不但修

复的效果较好，而且修复的速度较快。 

5  结论 

本文在研究图像修复的基础上，提出了一种改

进的 TV-Stokes 图像修复模型。与文献[12]中模型不

同，新模型中仅包含一个能量函数，并且该能量还

可以通过交替迭代策略转化为两个相互交织的子模

型，由于两子模型的相互交织性，因此它们能随交

替迭代相互利用对方的信息，从而使重构的向量场

和图像更加准确。为了加快计算速度，在数值计算

中分别利用对偶方法和分裂Bregman方法对两个子

模型进行交替求解。数值实验表明本文方法比文献

[12]中方法不但修复的效果较好，而且修复的速度较

快。 

 

图 2 House 图修复结果 
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图 3 Bird 图实验结果 

 

图 4 峰值信噪比随迭代次数的变化曲线图 

表 1 不同方法修复图像迭代达到停止标准时实验数据的对比 

实验 方法 PSNR(dB) 
达到停止标准 

所需的时间(s) 

文献[12]方法 41.0634 35.913155 
实验 1 

本文方法 43.0269  9.211747 

文献[12]方法 38.8986 57.053331 
实验 2 

本文方法 40.9679 10.314270 
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