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改进的 Turbo 类编码的近似码字错误率公式 
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摘  要：针对 Turbo 类编码，该文提出了一种改进的近似码字错误率公式。该近似公式可以简单地表示成高斯 Q

函数的形式，它包含信噪比、判决域平方半径的数学期望和方差等参数。仿真观察表明，对于 AWGN 信道，当码

字错误率高于平台时，所提近似公式与蒙特卡罗仿真的误差小于 0.05 dB。鉴于近似公式中的两个有关判决域半径

的参数需要通过仿真测量获得，该文还分析了统计误差的影响。结论认为，用几百个半径样本估计近似公式中的参

数，即可使得相同码字错误率下信噪比的相对误差小于 0.05 dB。 

关键词：Turbo 类编码；码字错误率；判决域平方半径；参数估计  

中图分类号：TN911.22                 文献标识码：A                文章编号：1009-5896(2012)05-1191-05 

DOI: 10.3724/SP.J.1146.2011.00998 

An Improved Approximate Formula for Word 
Error Rate of Turbo-like Codes 

Dai Li-yun①②    Yang Hong-wen②    Rao Wen-yuan① 

①
(School of Software and Communication Engineering, 

Jiangxi University of Finance and Economics, Nanchang 330013, China) 
②
(School of Information and Communication Engineering,  

Beijing University of Posts and Telecommunications, Beijing 100876, China) 

Abstract: For Turbo-like codes, an improved approximate formula of Word Error Rate (WER) is proposed. The 

formula is simply expressed in the form of the Gaussian Q function, which includes the Signal to Noise Ratio (SNR), 

the mathematical expectation and the variance of squared radii in decision region, etc. Simulation results show that 

the error between the proposed formula and Monte Carlo simulation is less than 0.05 dB when the WER is higher 

than the error floor over Additive White Gaussian Noise (AWGN) channels. Moreover, since the last two 

parameters connected with the radius of decision region are obtained by simulation, their impacts on the accuracy 

of the proposed formula are studied. It is shown that the deviation of SNR between the proposed formula and 

Monte Carlo simulation on the same WER is less than 0.05 dB by using only a few hundreds of radii samples.  
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1  引言  

自从Berrou等人[1]提出Turbo码以来，基于迭代

译码思想的Turbo类编码已成为现代信道编码的主

流，其中包括Turbo码，LDPC码[2]，RA码[3], PA 
码[4]等等。然而，对于此类编码，其理论错误率目前

还是未知的。研究中一般采用蒙特卡罗仿真的方法

来得到错误率的估计值，但这种方法对无线通信中

的许多应用来说(例如链路级与系统级的仿真接口[5])
极不方便，同时，也不利于揭示问题的理论本质。 

在无法获得Turbo类编码的理论错误率的情形
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下，许多研究者转而采用错误率的界 [6 8]− 的方法来

对其进行估计。这些界对于人们深入理解这些码的

特性起到了非常重要的作用，对码的设计也有重要

的指导意义，但对于某些实际应用(例如文献[9, 10])
来说这些界还比较松散。另外，大部分关于界的研

究都基于 大似然译码，因此，从理论上来说，这

些界不能体现对实际系统相当重要的一些译码设计

上的差异，例如Turbo码的Log-MAP及其各种简化

算法、迭代次数等因素[11,12]。另一方面，用界来估

计错误率还需要已知码重谱。对于任意的Turbo码
或者LDPC码来说，准确测定码重谱也非易事。此

外，也有不少研究者应用重要采样法或其他方法[13,14]

来估计错误率，对于Turbo码和LDPC码来说，这些
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方法的通用性或者估计精度都不够理想。 
在错误率估计方面，文献[15]中提出了一种新的

思路，就是利用判决域的平方半径谱来估计。文献

[15]还给出了一个简单的错误率近似公式。本文主要

工作是对文献[15]中的近似公式进行了改进，使误差

从0.2 dB缩小到0.05 dB。同时，由于近似公式中有

两个参数必须通过仿真来测定，其统计误差是影响

近似公式准确度的重要因素，因此本文另一项工作

是分析研究由此引起的误差问题。结论表明，只需

测量几百条半径样本，就能使得误码率为1%时对应

的信噪比偏差控制在±0.05 dB之内。 
本文第2节导出所提的近似公式，第3节分析参

数误差问题，第4节给出结论。本文用大写粗斜体U
表示随机向量，用大写斜体V表示随机变量，用小

写粗斜体u和小写斜体v分别表示随机向量U和随机

变量V的实现。 

2  基于判决域半径的错误率近似公式 

考虑 BPSK 调制及 AWGN 信道。由于(n, k)
编码器的输入信息的随机性，编码调制后的发送信

号S =(S1, ,Sn)是一个随机向量。对于BPSK调制，

可假设 Si∈{±1}, i = 1, ,n。编码器的约束关系使

得随机向量 S 只能取值于样本空间 S⊂ n ，其元

素个数为 2k。译码器的输入可以表示为 
= +Y S Z               (1) 

其中高斯噪声Z=(Z1, ,Zn)的元素 iZ 独立同分布，

其均值为0，方差为 2σ 。本文用记号 β =1/ 2σ 表示

信噪比。 
译码器将 Y 的样本 y 映射为译码结果  

dec( )f= ∈s y S             (2) 

对于每个发送的 s∈ S，所有译码结果为 s 的 y
的集合构成了 s 的判决域 

{ }1
dec dec( ) | , ( )nf f−= = ∈ =sV s y y s y     (3) 

发送 s 条件下的译码错误率就是 Y = s + Z 落

在 Vs之外的概率，即 
( )e| Pr( | ) Pr |

    Pr( )

s

s

P = ≠ = = ∉ =

= + ∉

s s s S s Y V S s

s Z V  (4) 

平均译码错误率是所有s的错误率的平均值，即

Pe=E [Pe|s]。对于线性编码、BPSK调制及ML译码，

所有s有相同的错误率。对于Turbo码和LDPC码的

迭代译码，也基本上可以这样认为。故此，为简单

起见，以下始终假设发送信号S固定为s，并用Pe代

替Pe|s。 

参考图1可知，式(4)中的随机事件“ s+ ∉s Z V ”

等价于随机事件“噪声的长度 Z 大于判决域半径 

 

图 1 判决出现错误表明噪声长度超过了噪声方向上的判决域半径 

R”，因此 
2 2

e Pr( ) Pr( )P R R= > = >Z Z     (5) 
根据中心极限定理，当n充分大时， 2 2

1

n
ii

z
=

= ∑Z
近似服从高斯分布。容易求出 2Z 的均值为 /n β ，

方差为 22 /n β 。 
另外根据仿真观察，式(5)中的R2也可近似为高

斯分布，图2示出了两个实测的例子。关于R的样本

的测量问题，参考图1可知测量方法就是对随机择定

的信号s及噪声样本z，逐步加大噪声的长度，直至

译码开始出错。因为是一维搜索，故此可以用二分

法等方法快速进行。需要注意的是，虽然对于所假

设的AWGN信道及BPSK调制，ML译码器不需要已

知信噪比 β ，但Turbo码的Log-Map译码算法[12]，

LDPC码的sum-product译码算法(SPA)[16]在把y映
射为信道软信息时，需要知道噪声的方差： 

2
ch (2/ )L σ= y                (6) 

对此，测量半径时可以用搜索进程中实际的噪声长

度来代替，即，若送入译码器的是s + z，则信道软

信息用下式给出的值： 
2

ch (2 / )'L n= z y             (7) 

图2中测量半径时所用的Turbo的定义见文献

[10]，其码长n = 1152，码率k/n = 1/2，分量RSC
编码器的生成多项式为[13, 15]8，译码采用 大迭代

次数为8的Log-Map译码算法；LDPC码采用文献[9]
中定义的码长为1152，码率为3/4的码，译码采用

大迭代次数为25的分层SPA译码算法。图2中的每条

概率密度曲线都是用随机实测的105个R2样本得出

的，图中还同时示出了对应均值和方差相同的高斯

分布概率密度。可以看出，R2的概率密度基本符合

高斯分布。在其他条件下(不同码长、码率、译码算

法、迭代次数等)，也可以得到类似的结果。 
假设R2可近似为高斯分布，令c1 = E [R2], c2 = 

Var [R2]。注意到噪声的长度和判决域半径相互独

立，于是 2 2R−Z 也是一个高斯随机变量，其均值
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为 1 /c n β− ，方差为 2
2 2 /c n β+ 。因此，式(5)可以

表示成 

( )2 2 1
e 2

2

/
Pr 0 Q

2 /

c n
P R

c n

β

β

⎛ ⎞⎟−⎜ ⎟⎜= − > ≈ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠
Z   (8) 

若近似认为 Z 是常数，则可忽略式(8)分母中的
22 /n β ，从而得到 

l
e

2

/
Q

c n
P

c

β⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜≈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
             (9) 

此即文献[15]的式(6)，差别只是文献[15]中对平方半 
径按码长进行了归一化。 

图3示出了Turbo码和LDPC码的蒙特卡罗错误

率仿真结果以及式(8)，式(9)给出的近似结果。此图

中的编码和译码算法与图2相同，对每个蒙特卡罗仿

真值需要统计到100个码字错误。从图3中可以看出，

式(9)的近似误差是0.2 dB，改进后的式(8)的近似误

差小于0.05 dB。 

 

图 2 码长 1152 码率 1/2 的 Turbo 码和码长                       图 3 用不同近似公式估算 

1152 码率 3/4 的 LDPC 码 R2的概率分布                        Turbo/LDPC 码的错误率 

在其他条件下也可以得到类似的结论。表1列出

了部分编码/译码条件下的参数值c1, c2。表中LDPC

码译码的 大迭代次数均为25, Turbo码的 大迭

代次数均为8。需要指出的是，式(8)这个近似式依

赖于R2的高斯近似。这一点对于性能较差的短码(如

一般的BCH码、约束长度较小的卷积码等)并不成

立。另外对于Turbo类编码，如果存在明显的错误

率平台(error floor)，上述高斯近似的半径分布也无

法正确体现处于 小码重一带的判决域结构特性。

一般可以通过优化设计来避免或降低平台[17,18]。此

外，在具有严重突发衰落的信道中，由于此时译码

性能很差，其判决域平方半径也不能近似为高斯分

布。对此情形，编码应用中一般会采用信道交织器。

我们通过仿真观察到[19]，对于独立衰落的理想交织

信道，R2仍能较好地近似为高斯分布。总之，对于

诸如3G, LTE等中的应用来说，如果信道编译码的

设计中已经考虑了误码平台和突发衰落的问题，则

所提近似公式的精确程度一般是可以接受的。 

3  误差分析 

实际应用式(8)时，误差的来源除了高斯近似这

个固有因素外，还有一个重要的误差来源是参数c1，

c2的测量误差。这是因为c1, c2不仅与码的结构(如

LDPC的H矩阵)有关，还与译码器有关。给定一种

编码，译码器方面的任何涉及性能的变化，如LDPC 

表 1 部分编码的 c1, c2参数 

编码 码长 码率 译码算法 
c1 

(×102)

c2 

(×103)

1152 1/2 MSA  8.29  2.83

1152 2/3 SPA  5.76 11.80

1152 3/4 SPA  4.57  0.68

1152 3/4 MSA  4.26  0.63

LDPC

576 1/2 SPA  4.58  1.92

1152 1/2 Log-Map  9.76  4.33

1152 1/2 Max-Log-Map  9.10  4.06

1152 1/3 Log-Map 16.93 19.51

1152 2/3 Log-Map  5.88  1.50

Turbo

576 1/2 Log-Map  4.90  2.09

 
译码中的迭代次数、校验节点的更新方式(例如SPA, 
MSA(Min-Sum Algorithm), offset-MSA等)的改变

都会体现为不同的c1, c2数值。因此一般来说，这两

个参数只能通过仿真测量来获得。于是，在应用式

(8)时，我们只能用基于M个样本的样本均值 
2

1

1

1 M

i
i

c r
M =

= ∑               (10) 

及样本方差 

24
2 1

1

1 M

i
i

c r c
M =

= −∑           (11) 

来近似 2
1 E[ ]c R= 及 4 2

2 1E[ ]c R c= − 。当样本数趋于

无限时，样本平均将收敛到数学期望，但如果所需
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的M过大，式(8)将失去意义。因此本节分析样本数

M与式(8)的误差之间的关系。 
先假设c2准确。对式(8)应用全微分公式可得 

e e
e 1

1

P P
P c

c
β

β
∂ ∂

Δ = Δ + Δ
∂ ∂

        (12) 

其中 ePΔ , βΔ , 1cΔ 分别为错误率Pe，信噪比 β 和

参数c1的绝对变化量。令式(12)中 ePΔ  = 0，可以得

到误差关系为 
1 2

1 2
1 2

(2 )

( 2 )

n c c

c c n β
β

δ δ
β

+
=

+
         (13) 

其中 1 1 1/c cδ = Δ 是c1的相对误差， /βδ β β= Δ 是信

噪比的相对误差。 
同理可得 

1 2
2

2 1

2 (2 )

( )

n c c

c c n β
β

δ δ
β β

+
=

−
         (14) 

其中 2 2 2/c cδ = Δ 是c2的相对误差。 

式(13)，式(14)给出了允许的信噪比偏差为 βδ

时，对参数c1, c2的误差要求。对于前述的Turbo码

和LDPC码，图4示出了不同信噪比偏差下的误差要

求，其中Turbo码的信噪比 β =1.5 dB, LDPC码中

β =4.7 dB时，这两个信噪比大致对应码字错误率为

1%左右。用式(13)，式(14)计算图中的曲线时，我

们用104个样本的测量结果 1c , 2c 来代替式中的c1, 

c2。 

根据这个结果可以求得所需的样本数。假设要

求的置信度为 pΔ ，则 

{ }Pr | | 1,2,  i i i ic c c p iδ Δ− ≤ ≥ =      (15) 

令 2 4 2
3 1 2E[( ) ]c R c c= − − ，则当样本数M较大 

时 ， 根 据 中 心 极 限 定 理 有
1 1

2

(0,1),
/

c c
N

c M

−
∼  

2 2

3 /

c c

c M

−
(0,1)N∼ 。 

 

图4 给定信噪比的允许偏差时，参数c1, c2的相对误差 

故此由式(15)可得到，当参数 ci 的允许误差为

iδ ，置信度要求为 pΔ 时，所需的样本数为 
2

1 1
2 2 ,

1
Q 1,2

·
  

2
i

i
i i

c p
M i

cδ
+ − Δ

⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎟⎜⎢ ⎥≥ =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
    (16) 

其中 1Q ()− ⋅ 是Q()⋅ 的反函数。 
实际所需样本数应取 M1, M2的 大值，即 

2
1 1

1 2 1,2 2 2

1
max{ , } Q max

2
i

i
i i

cp
M M M

cδ
− +Δ

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪ ⎪− ⎪ ⎪⎟⎜⎢ ⎥≥ = ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪⎩ ⎭⋅ ⎪
   

(17) 

将式(13)，式(14)代入式(17)，即可得到给定信噪比

偏差时，所要求的样本数。图5给出了置信度为90%
时，不同信噪比偏差所要求的半径样本数。此图的

其他条件与图3相同。 

作为进一步的验证，图6给出了一个示例，我们

先随机测量出104个Turbo码判决域半径样本，然后

用其中的前M个来估计c1, c2，再代入近似式(8)得到

错误率的估计值 e( , )P Mβ 。图中示出了信噪比为

β =1.5 dB时， e( , )P Mβ  随M的变化实例，图中还

同时给出了信噪比偏差±0.05 dB时，用全部样本所

估计的错误率 0.005 4
e( 10 ,10 )P β ±⋅ 。在这个实例中，

错误率估计值误差为0.05 dB时所需的样本数大约

是200，在数量级上与图5给出的M值相当。注意图6

是用随机M个样本得到的曲线，因此据此图所得到

的数值200对于不同的样本排列而言是一个随机量。 

类似地，图7中示出了信噪比 β =4.7 dB时，

LDPC码的码字错误率随样本数收敛的曲线。从图

6，图7我们注意到，半径样本数超过1000后，错误

率估计值与蒙特卡罗仿真的误差基本保持稳定，也

即是，增加样本数对近似公式精度的改善是有限的。 

综上所述，对于设计合理的 Turbo 类编码(误码

率平台低于工作点、有适当的信道交织能避免严重

的突发差错)，如果能够接受±0.05 dB 的误差，那

么式(8)即是一个可以接受的近似式，并且确定式中

的两个参数 c1, c2只需要测量数百条半径即可。 

4  结束语 

文献[15]提出了一种用判决域半径来估计错误

率的方法，并提出了一个简单的错误率近似式。本

文给出了一个更为精确的改进近似式，并分析了测

量参数所需要的样本数。结论表明，对于设计合理

的 Turbo 类编码，在多数无线通信系统所关注的错

误率区间内，仅用数百条半径样本即可获得足够准

确的参数值，并且近似式所给出的错误率估计值相

对于蒙特卡罗仿真结果的偏差可以小于 0.05 dB。 
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图 5 信噪比的相对误差            图 6 Turbo 1/2 1152 码的码                  图 7 LDPC 3/4 1152 码的 

与样本数的对应关系              字错误率随样本数收敛曲线                 码字错误率随样本数收敛曲线 
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