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随机间距稀疏三元循环相位掩膜矩阵可压缩成像 
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摘  要：可压缩成像是一种新兴的基于压缩感知理论的新成像技术，其核心思想是如果空间场景是稀疏或可压缩，

那么它可以用远少于经典的 Nyquist 采样数目的测量值捕获的足够信息重构原场景；构建合适的测量矩阵并易于使

用物理实现压缩感知理论中对于图像的随机线性测量是可压缩成像理论实用化的关键之一。该文在研究 Bernoulli

和 Circulant 矩阵的基础上，提出一种新的随机间距稀疏三元循环相位掩膜矩阵。模拟实验结果表明，在可压缩双

透镜成像系统单次曝光下，与 Bernoulli 和 Bernoulli-Circulant 相位掩膜矩阵相比，新相位掩膜矩阵的成像信噪比

与之相当；但是该文提出的矩阵随机独立变元个数和非零元个数显著减少，易于数据存储与传输；更重要的是物理

上更容易实现，重构时间是只有原来的约 20%~50%。新的相位掩膜矩阵的研究对于可压缩成像理论的实际应用具

有重要的意义。 
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Abstract: Compressive imaging is a novel imaging method based on compressive sensing theory, the key idea is that 

it can reconstruct original scene precisely with far fewer measurements than Nyquist samples if the scene is 

sparse/compressible; Constructing an appropriate measurement matrix easy to realize random linear measurement 

of an image is one of the key points of practical compressive sensing. In this paper, analyzing the existing Bernoulli 

and Circulant matrices, a novel sparse trinary circulant measurement matrix with random spacing for phase mask 

is proposed. Simulation results show that novel phase mask matrices, compared to Bernoulli and 

Bernoulli-Circulant (BC) phase mask matrices, have the same signal-to-noise ratio; But with the number of 

independent random variables and the number of non-zeros entries a dramatically reduction, which is more 

conducive to data transmission and storage; more importantly that is easy to hardware implementation and the 

reconstructed time is only about 20%~50% of that of original matrices, which has a significance effects on practical 

compressive sensing. 
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1  引言  

可压缩感知(Compressive Sensing, CS)是一种

新的在亚-奈奎斯特采样率下的信号获取和处理的
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理论。Shannon/Nyquist 采样定理表明，一个模拟

信号可以在其带宽的两倍采样速率下被完全重构。

对于许多信号，如音频信号，具有稀疏先验，那么

可压缩感知方法可以在远少于 Nyquist 采样测量次

数下完全重构该信号。可压缩感知理论应用在成像

领域，由此产生可压缩成像(Compressive Imaging, 
CI)，其最重要的优点是利用自然界中图像自身所普
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遍具有的结构稀疏性，精确重构图像只需要少得多

的测量值。 
测量矩阵是压缩感知理论的三大主要研究内容

之一，Candès 等人 [1 4]− 指出可以采用高斯或Bernoulli
矩阵并给出其满足的限制等距性质 (Restricted 
Isometric Property, RIP)的证明。虽然上述矩阵有

较好的理论保证，但在实际应用中，由于物理条件

以及成本的限制，在测量矩阵中降低随机性的要求

非常迫切。文献[5-8]提出了几种有效的随机性较低

的确定性测量矩阵可以作为压缩感知测量矩阵，并

给出相应理论保证。Stern 等人[9]首先提出基于相位

掩膜的单次曝光可压缩成像方法，是目前许多压缩

成像方法中比较重要的一种 [9 14]− 。文献[10]在文献[9]
的基础上提出新的循环-循环块相位掩膜矩阵，主要

可以应用于多通道成像领域[10]。 
本文在文献[9]和 Circulant 矩阵的基础上，在独

立元素中随机地引入零元，提出随机间距稀疏三元

循环相位掩膜矩阵。新矩阵的随机独立变元个数可

以减少到原有的 1/2~1/16，矩阵非零元个数同样大

大减少，有利于数据传输和存储。如在数据保密传

输中，为了加强保密性能，除了利用现有的技术进

行加密以外，我们还可以将测量数据 y 看成是一种

数据加密后得到的，此时，为了便于解码，我们往

往需要将测量矩阵同样传输到解码方以方便解码。

至于需要观测矩阵的存储的场合，比如在无线传感

器网络，单个传感器中需要测量基对相关信号或场

景进行测量，此时向每个传感器发送传感矩阵是不

切实际的，因此测量矩阵必然事先存储在传感器的

存储空间中，此时需要降低存储量。模拟实验结果

表明该文提出的新相位掩膜矩阵的重构效果与

Bernoulli 和 Bernoulli-Circulant(BC)相当，但重构

时间只有原来的 20%~50%。此外，新相位掩膜矩阵

只有 3 个不同的元素值，比高斯相位掩膜矩阵更易

于物理实现，可进一步减少实现成本，对可压缩成

像理论走向实际应用具有重要意义。 

2  可压缩双透镜相位掩膜成像 

假定图像 f 在稀疏基Ψ 上是K -稀疏的，噪声条

件下的 1 范数最小化问题获得系数 θ 的估计为 

1 2argmin || || ,|| ||gθ θ ΦΨθ ε= − ≤      (1) 

其中
1

N
ii

θ θ
=

= ∑ , Φ是测量矩阵，Ψ 是稀疏基， 

g 是测量值， ε 是误差上限。 
图1给出基于光学相位掩膜的单次曝光可压缩

成像方法，其核心思想是通过透镜 1L 和 2L 之间的光

学相位掩膜对不同位置处物光波相位的不同延时来

实现物体信息的随机调制[4,5]。 

 

图 1 CS 图像采集的光学系统 
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描述。其中λ是物光波的中心波长，光学相位掩膜

( )rϕϕ 具有某种概率分布，透镜 1L 焦距是
1Lf ，而

2Lf 是

透镜 2L 的焦距， 0κ 是一个常数。式(2)定义了输入输

出场之间的对应关系。文献[9]表明如果随机高斯相

位掩膜的相关长度 ρ满足一定条件，那么离散算符

( , )i ou r r 可以满足可压缩成像随机投影要求。 

对上面的系统进行离散化，物体上的离散点

( )of nΔ 和成像平面上离散点 ( )ig mΔ 之间的对应关

系可以用式(2)描述 ( ) ( )i og m f nΔ Δ= Φ 。Φ中的元素 

( )[ ]
1

2

/2 2
, 0

/2 1

2

2 2

2

( )exp

        exp exp

( )       exp exp d

L
om n

L

L

i
L

j nK
z

j jf

j j m
f z

π
Δ ξ

λ
π

ξ ξφλ

π πξ Δ ξ ξλ λ

−

⎡ ⎤−= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎢ ⎥⋅
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥⋅ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

　

Φ

 (3) 

式中 /2 /2 1N n N− ≤ ≤ − , /2 /2 1M m M− ≤ ≤ − , 

L 是光学相位掩模的大小。 

3  随机间距稀疏三元循环矩阵 

目前可压缩感知理论常用的 Bernoulli (或
Gauss) 测量矩阵有MN 个自由元素，文献[11]-文献

[14]提出的循环矩阵 Cφ ，有 ( )NO 个自由元素。虽然

Bernoulli(Gauss)矩阵具有良好的理论实现保证，但

其缺点是加工实现成本太高，不利于广泛使用。因

此研究具有较低随机性的相对“确定”的测量矩阵

且易于物理实现，满足特定分布的光学相位掩膜成

了人们的新方向。本文在研究现有的 Bernoulli 和
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Circulant 测量矩阵的基础上，将二者结合形成 BC
矩阵，再在其独立元素中随机地引入零元，由此提

出随机间距稀疏三元循环(sparse trinary Circulant 
measurement matrices with Random spacing, CR)
矩阵，其具体形式如式(4)所示： 

1 1

1 2

1 2

N N

N

C

M M M

a a a

a a a

a a a

−

− −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

φ        (4) 

式中，独立变量 , 1, ,ia i N= 满足 Bernoulli 分布。 
本节以间距 2Δ = 的随机间距稀疏三元循环矩

阵为例，给出随机间距稀疏三元循环矩阵的构造方

法。该文在式(4)的基础上做出一些改进，对于一般

的 BC 矩阵，对由其第 1 行所构成的向量 1 =C  

1 2[    ]Na a a 做出随机间距稀疏的变化。我们知道，

向量 1C 包含了式(4)Circulant 矩阵中的所有独立元

素。下面对向量 1C 进行赋值，其元素 ia ( i Λ∈ ,Λ是

从 1 N∼ 索引序列中随机选取的 /N Δ⎡ ⎤⎢ ⎥ 个索引)值
服从独立同分布的随机 Bernoulli 分布， 1C 向量中

其它元素全部赋值为 0。然后根据 Circulant 矩阵的

特点构造随机间距稀疏三元循环矩阵，第 k 行采用

对 1C 作循环移位 

1 ( 1)k k= → −C C             (5) 

表示第 k 行是第 1 行表示的向量 1C 向右循环移位

1k − 个位置，构造出新的循环矩阵。 
比较不同测量矩阵的恢复概率的实验如图 2 和

图 3 所示，其中图 2 信号长度N 和稀疏度K 固定为

256 和 30, K 个非零值位置是随机的，大小是± 1，
测量次数M = 80~140，测量次数步长为 3。图 3 中

信号长度N 和测量次数M 固定为 256 和 128，稀疏

度K = 20~60，稀疏度步长为 2。每组参数( , ,N M K )
分别测试 1000 次，计算其重构成功率。重构算法选

用子空间追踪(Subspace Pursuit, SP)算法[15]，其在

重构概率和重构时间方面都有较大的优势。 

图 2 和图 3 的实验结果表明本文提出的改进矩

阵CR矩阵在成功恢复百分比方面和Bernoulli矩阵

以及一般 BC 矩阵相当，但是其独立元素个数分别

只有 BC 矩阵独立元素个数的 1/2,1/3, ,1/16(其

中，CR-Δ表示向量 1T 中有 ( 1)/N M Δ⎡ ⎤+ −⎢ ⎥ 个元素

赋值为随机 Bernoulli 值，其余全为 0)。图中只给出

了Δ= 4, 8, 16 时的曲线，其它间距Δ的结果与此

类似，本文后面的实验结果都以此 3 个Δ为例来说

明。 

从图 2 和图 3 中的对应曲线可以看出，本文提

出的 CR 矩阵的在重建成功率方面与 Bernoulli 和

BC 矩阵基本一致。但是，其独立元数目和非零元数

目分别为 /N Δ⎡ ⎤⎢ ⎥ , /M N Δ⎡ ⎤⎢ ⎥ ，相比一般的 BC 矩阵，

二者显著降低。只有原 BC 矩阵存储空间的 1/2 
~1/16，大大地降低了存储成本以及物理实现的难

度。 

4  模拟实验 

根据 Fresnel 理论采用 Matlab 软件模拟实现

2D 场从物体平面到图像平面的传播。假定物体的像

素大小为 1 mm，成像阵列 CCD 像素大小为 100 
μm，物光波中心波长为 0λ = 0.55 μm， 距离 1z = 2z = 
140 mm，焦距

1Lf =
2Lf = 280 mm。各种类型的光学

相位掩膜相干波长为 ρ = 5 μm；透镜直径 1D 和 2D 都

是 50 mm。上述条件满足文献[1]中所列的要求。受

限于计算机资源，限定物体有 64×64 像素。此时测

量矩阵Φ和稀疏基Ψ 的大小都是 4096×4096。该文

直接选用Φ的前M 行作为测量矩阵，Φ的每行的对

应一个大小为 4096 的移变点扩散函数。对于本文的

光学成像系统，在满足本文给定的条件下，可以保

证它对应的测量矩阵的列是非相关的，该非相关性

在某种程度上近似与 RIP 条件的要求一致。本文在

参考文献[6]的基础上，推导出本文的系统满足矩阵

Φ的列非相关所需的条件，具体推导过程略，推导

的结论如式(6)-式(8)所示：  

1 2

6

1 2

4

5 10 2
1 1 1 1

         5.55 10

L Lz z f f

λ
ρ−

−

× =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎜+ − + ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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3 6
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3
1 1 2

6

1 10 1/ 1/ 1/ 1/

         5 10

o L Lz z z f fΔ ρ−

−

× = + − +

= × (8) 

因此，本文的测量矩阵Φ的列是非相关的，满足测

量矩阵相关随机性要求[6]。 
实际应用中由于各种因素的影响，往往会引入

诸多误差。图 4 和图 5 是 Lena 图像和 Cameraman
图像在图 1 所示的光学采样系统中获得的测量值在

噪声方差 2σ =0.5 的情况下采用不同的相位掩膜矩

阵的重构结果。图像的像素灰度值归一化，测量值

M = 3000，测量矩阵Φ的每一行的 2范数为 1，噪

声向量的 2范数为 1。 
图 4 是 Lena 图像重构结果，其中图 4(a)是标准

Lena 图像(图像大小为 64×64 像素)，稀疏基Ψ 为

Daubechies5 小波基，稀疏度K = 868，测量次数

M = 3000，是原有总像素数目的 73.24%。图 4(b) 
-4(f)分别是采用 Bernoulli, BC, CR4, CR8 和 CR16 
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图 2 成功率与测量次数关系                                 图 3 成功率与稀疏度关系 

 

图 4 Lena 图像重构 

测量矩阵的重构结果。 
图 5 是 Cameraman 图像重构结果，其中图 5(a)

是标准Cameraman图像(图像大小为 64×64像素)，
稀疏基Ψ 为 Daubechies1 小波基，稀疏度K = 734，
测量次数M = 3000，是原有总像素数目的 73.24%。

图 5(b)-5(f)分别是采用 Bernoulli, BC, CR4, CR8
和 CR16 测量矩阵的重构结果。 

从图 4 和图 5 中 Lena 和 Cameraman 图像的重

构结果来看， Lena 图像的重构效果要差于

Cameraman 图像，这是因为 Lena 图像的稀疏度K

比 Cameraman 图像的稀疏度大得多，所以同样的

测量次数下，Cameraman 图像的效果要好一些。 
下面测试 CR 相位掩膜矩阵的鲁棒性；为了统

一测试，对数据进行归一化处理，如测量矩阵的每

一行和噪声向量的每一行向量的 2范数为 1 等。高

斯噪声的方差 2σ = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0]。每一

种方差噪声下测试 10 次，取其信噪比和重构时间的

均值，结果如图 6 和图 7 所示。 
图 6(a)和图 6(b)分别是 Lena 图像在不同方差

下图像重构的平均信噪比和平均时间随噪声方差增

加的变化曲线。图 7(a)和图 7(b)分别是 Cameraman
图像重构的平均信噪比和平均重构时间的曲线。 

从图 6 和图 7 实验结果曲线可以看出，和现有

的 Bernoulli 和 BC 测量矩阵相比，该文提出的随机

间距稀疏三元循环测量矩阵在保证重构质量的情况

下，在编码和存储、实现成本以及提高传感器的使 
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图 5 Cameraman 图像重构 

 

图 6 不同噪声方差下 Lena 图像重构 

 

图 7 不同噪声方差下 Cameraman 图像重构 
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用寿命上有着较大的优势。此外，随机间距稀疏三

元循环测量矩阵在重构时间上大大下降，这是因为

在重构算法中，需要进行多次 xA 和 TyA 的乘法，

该文提出的测量矩阵中有大量零元素，导致乘法运

算大大下降，比原 Bernoulli 和 BC 矩阵的重构时间

节约了 50%-80%时间，甚至更多。对于 CS 理论走

向实际应用具有重要的意义。 

5  结论 

本文给出一种随机间距稀疏三元循环相位掩膜

矩阵，在可压缩双透镜相位掩膜成像系统下测试该

文提出的相位掩膜矩阵重建图像的效果。模拟实验

结果表明对于稀疏或可压缩图像，该文提出的相位

掩膜矩阵在单次曝光下获得的压缩测量值中准确的

重构原图像的成像效果与Bernoulli以及BC相位掩

膜矩阵相当；但是，该文提出的相位掩膜矩阵在数

据存储与传输时更有优势，物理上更容易实现；最

后，采样新的相位掩膜矩阵在后端的重构时间是

Bernoulli 和 BC 相位掩膜矩阵重构时间的 20% 
~50%。 
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