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非耗散耦合复杂网络受控同步能力分析 

刘歌群
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摘  要：该文研究了非耗散耦合网络的受控同步能力问题。在分析非耗散耦合网络外耦合矩阵特征值分布规律的基

础上，给出了非耗散耦合网络的同步控制律。发现外耦合矩阵最大最小特征值之差越小，网络受控同步能力越强，

耦合强度越小，网络越有可能通过控制取得同步，但在某些情况下所需要的控制增益绝对值也越大。最后以 Lorenz

振子小世界网络在混沌轨道上的同步为例对相关结论的有效性进行了验证。 
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Controlled Synchronizibility Analysis for 
Non-diffusively Coupled Complex Networks 

Liu Ge-qun    Xu Xiao-ming 
(School of Optical-electrical and Computer Engineering,  

University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)  

Abstract: Controlled synchronizibility of non-diffusively coupled complex networks is studied.  After the analysis 

of eigenvalues distribution of outer coupling matrix of non-diffusively coupled complex networks, control law for 

synchronize non-diffusively coupled complex networks is given. It is found that the smaller the distance between 

largest and smallest eigenvalues of outer coupling matrix, the stronger the controlled synchronizibility of 

non-diffusively coupled complex networks. It is also found that the smaller the coupling strength, the greater the 

possibility that the network can achieve controlled synchronization. However under certain condition a smaller 

coupling strength requires a larger control gain value. Finally a small-world network formed by coupled Lorenz 

oscillators which needs to be controlled to synchronize onto chaotic orbit is given as an example to illustrate the 

effectiveness of the results.  
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1  引言  

复杂网络 [1,2] 因刻画了复杂系统的本质特征而

成为研究热点，同步 [3,4]作为复杂网络重要的动力学

行为而备受关注。目前多数研究工作采用了耗散耦

合网络模型 [3 11]− ，耗散耦合是网络节点通过状态变

量之差耦合的一种情况[5]，当节点通过状态变量直接

耦合时，网络就不再是耗散耦合的，如产品价格网

络，甲产品的价格直接进入乙产品的成本，又如交

通网络，A 路口的车辆直接行驶进入 B 路口。鉴于
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非耗散耦合网络巨大的应用意义 [6 10]− ，其同步问题

需要研究。 
网络在两种情况下可能取得同步，一是自同步，

二是通过控制同步，因此网络有两种同步能力，即

自同步能力和受控同步能力。文献[11]提出了研究复

杂网络同步问题的主稳定函数法[11,12]，对于耗散耦

合网络，文献[13,14]发现，当同步化区域为 1( , )α−∞
形无限区间时，外耦合矩阵第二大特征值越小网络

同步能力越强，文献[15]指出，当同步化区域为有限

区间时，外耦合矩阵最小特征值与第二大特征值之

比越小，网络同步能力越强。这些结论指的都是耗

散耦合网络的自同步能力[16]，而对于非耗散耦合网

络，因为网络不可能自同步，所以只能分析它的受

控同步 [6,7,17]能力。与耗散耦合网络的自同步能力相

对应，非耗散耦合网络的耦合强度及外耦合矩阵特
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征值对网络受控同步能力会有什么影响，目前很少

看到相关结果，为此本文对这一问题进行专门研究。 

2  非耗散耦合网络模型及预备知识 

考虑如下的线性时不变非耗散耦合复杂动态网

络： 

1

( ) , 1,2, ,
N

i i ij j
j

f c h i N
=

= + =∑x x x� "Γ     (1) 

其中 T
1 2[ , , , ] n

i i i inx x x= ∈x R" 为节点 i 的状态变

量， () : n nf ⋅ →R R 为光滑向量函数， = ( )ij n nγ ×Γ  
n n×∈R 为各节点状态变量之间的内耦合矩阵， 0c >

为耦合强度，表示网络拓扑结构的外耦合矩阵

( ) N N
ij N Nh ×

×= ∈H R 定义如下：节点 j 与节点 i 之间

有耦合作用时， 1ij jih h= = ；节点 j 与节点 i 之间没

有耦合作用时， 0ijh = ；对角线元素定义为 0iih = 。

假设网络是连通的，H 为不可约矩阵。 
当外耦合矩阵对角线元素非零且满足矩阵行和

为 0 时，网络为耗散耦合网络。耗散耦合网络外耦

合矩阵有且仅有一个重数为 1 的 0 特征根，对应的

右特征向量为 T(1/ )[1,1, ,1]N " , 0 为最大特征值，

对应同步流形[3,11,16]。非耗散耦合网络与耗散耦合网

络在结构上的主要区别在于外耦合矩阵主对角线元

素，为了对非耗散耦合网络的受控同步能力进行分

析，先给出非耗散耦合网络外耦合矩阵特征值的分

布规律。设 min 2 1 maxNλ λ λ λ λ= ≤ ≤ ≤ =" 为H 的

N 个特征值，由矩阵理论，有以下结论。 
引理 1  

1

tr 0
N

i
i

λ
=

= =∑ H            (2) 

利用矩阵理论可以很容易得到本引理。引理 1
表明，非耗散耦合网络外耦合矩阵的特征值有正有

负，分布在原点两侧。 

在动态网络式(1)中，当 t → ∞ 时若 1( )t →x  

2( )tx ( ) ( )N t t→ → →x s" ，则称网络达到渐近同步。

同步状态 ( ) nt ∈s R 为孤立节点状态方程的解，可以

是平衡点、混沌轨道或者周期轨道，满足 ( )t =s�  

( ( ))f ts 。 

3  非耗散耦合网络同步控制律与受控同步

能力分析 

把网络式 (1)在同步状态 ( )ts 上线性化，令

( ) ( ) ( )i it t t= −y x s ，得到方程 

1 1

1

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

     ( ( )) ( ) ( ) ( ),

         1,2, ,

N N

i i ij j ij
j j
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i ij j i
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t f t t c h t c h t

f t t c h t ck t

i N

= =

=

= + +

= + +

=

∑ ∑

∑

y D s y y s

D s y y s

�

"

Γ Γ

Γ Γ

(3) 

其中 ( ( ))f tD s 为 ()f ⋅ 在 ( )ts 上的 Jacobi 矩阵， ik =  

1

N
ijj

h
=∑ 。 

注释 1  式(3)中由于项 ( )ick tsΓ 的存在，若 ( )ts  

0≠ 且节点 i 不施加控制，则在 ( ) 0i t →y 时 ( )i t →y�  

( ) 0ick t ≠sΓ ，网络同步状态不稳定，所以非耗散耦

合网络不能自同步。这一点是非耗散耦合网络与耗

散耦合网络在同步能力上的根本区别，耗散耦合网

络满足特定条件 [3,4,11 16]− 时可以自同步，而非耗散耦

合网络不存在自同步的可能性，只能通过分散控 
制 [6,7]实现同步。 

考虑控制律 

( ) ( ) ( ),   1,2, ,i i it cd t ck t i N= − =u y s "Γ Γ    (4) 

把控制律式(4)施加于网络式(1)得到闭环网络 

1

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ),

          1,2, ,

N

i i ij j i
j

t f t t c h t cd t

i N
=

= + +

=

∑y D s y y y�

"

Γ Γ

(5) 

注释 2  控制律式(4)是一种对消控制，即通过

项 ( )ick t− sΓ 把使得网络同步状态不稳定的因素对消

掉。对消控制是控制工程及复杂网络控制中常见的

一种手段 [18 20]− ，因为参数 ik 已知，所以控制律式(4)
是易行的。由于非耗散耦合网络在现实世界中普遍

存在，其同步问题异常重要 [1,2,6 10,21]− ，对同步不稳

定项进行处理是非耗散耦合网络同步研究绕不开的

问题，控制律式(4)给出了一种可行方法。 
注释 3  引入 ( )ick t− sΓ 的网络与耗散耦合网络

并不相同。耗散耦合网络通过状态变量之差进行耦

合的方式，相当于每个节点自动引入 ( )i ick t− xΓ ，而

控制律式(4)给每个节点引入的是 ( )ick t− sΓ ，所以网

络式(5)与常见的受控耗散耦合网络 [1,3,4,7,14]并不相

同，因此本文考虑的是新问题。 
注释 4  复杂网络受控同步能力因控制方式而

异，控制律不同，网络参数对受控同步能力的影响

也不同。控制律式(4)采用了内耦合矩阵形式的反馈

控制，所以本文分析的网络受控同步能力是“内耦

合形反馈控制意义下的”受控同步能力。之所以选

择内耦合形反馈控制，原因有二：一是该反馈形式

与网络节点之间的耦合方式相同，反馈阵为cd 倍的

Γ ，与网络本身结构特征一致，易于实现且待设计

参数只有一个，即d ；二是该反馈形式非常流行，

为已有大多数文献所采用，如文献[1,3,4,11,12,14]。 
令 Nd=D I ，特征矩阵G为 

12 1

21 2

1 2

N

N

N N

d h h

h d h
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利用 Kronecker 积把闭环网络式(5)整理为紧凑形式 
( ) ( ( ( )) ) ( )Nt f t c t= ⊗ + ⊗y I D s G y� Γ      (7) 

其中 T T T T
1 2( ) [ ( ) , ( ) , , ( ) ]Nt t t t=y y y y" 。 

易知特征矩阵G为实对称阵，故存在非奇异阵
N N×∈P R 使 1− =P GP Λ ，其中 1 2diag( , ,μ μ=Λ  

, )Nμ" , 2 1Nμ μ μ≤ ≤ ≤" 为G的特征值。利用相

似变换 ( ) ( ) ( )nt t= ⊗y P I η ，把网络式(7)变换为N 个

解耦的低维子系统 

( ) ( ( ( )) ) ( ), 1,2, ,i i it f t c t i Nμ= + =D s� "η Γ η  (8) 

其中 T T T T
1 2( ) [ ( ) , ( ) , , ( ) ]Nt t t t= "η η η η 。 

由文献[11,16]，使得网络式(8)主稳定方程系统

阵为 
( ( ))f tα α= +A D s Γ            (9) 

Hurwitz 稳定的参数α的范围称为同步化区域S ，由

于与α对应的G阵的特征值为实数，有S ⊆R。S 可

以是若干个孤立同步化区域的组合 [22]，记 S = 

1
m
i iS=∪ , m 为孤立同步化区域的个数，设孤立同步

化区域 1 2( , )i i iS α α= 。 
定理 1  当 iS S∃ ⊆ 使 1 2 1( )N i ic λ λ α α− < − 时，

网络式(1)可在控制律式(4)作用下在 ( )ts 取得同步，

控制增益 1 2 1( / , / )i N id c cα λ α λ∈ − − 。 
证明  由同步化区域定义及文献[3,11,13-16]，

当 , 1,2, ,i ic S i Nμ ∈ = " 时受控网络式(5)在 ( )ts 取

得同步。因 Nd= +G H I ，有 , 1,2,i i d iμ λ= + =  

,N" ，同步条件变为 ,i ic cd Sλ + ∈ 1,2, ,i N= " 。

再由H 阵的特征值为实数， Nλ 和 1λ 分别为最小与

最大特征值，可知 1( )Nc λ λ− 为G阵特征值在实轴上

分布范围的宽度，通过选择cd 可使该范围在实轴上

平移。故当 1 2 1( )N i ic λ λ α α− < − 时，可通过选d ∈  

1 2 1( / , / )i N ic cα λ α λ− − 使条件 ,i ic cd Sλ + ∈ 1,2,i =  

,N" 满足，从而使受控网络式(5)在 ( )ts 取得同步。              
证毕 

注释 5  定理 1 表明， 1 Nλ λ− 越小，非耗散耦

合网络越容易通过控制取得同步，网络同步能力也

就越强。 

注释 6  从定理 1 可以看出，非耗散耦合网络

耦合强度c 越小，网络越有可能通过控制取得同步，

但是当 0 iS∉ 时所需要的控制增益绝对值也越大。

当 0 iS∉ 时控制增益选择范围的左右边界对c 的单

调性相同，控制增益绝对值随着c 的减小而增大，

所以 0 iS∉ 时c 越小所需要的控制增益绝对值也越

大。考虑 0 iS∉ 及 0c → 的极端情况，只要S ≠ ∅，

总可通过选择 d 将 1( , )Nc cd c cdλ λ+ + 平移到 1( ,iα  

2)iα 之中使网络同步，但是所需要的控制增益

d → ∞。 

以下考虑孤立同步化区域包含原点的情况，即

0 iS∈ 的情况。 
定理 2  若 1 2( , )i i iS Sα α∃ = ⊆ ，其中 1 0iα < , 

2 0iα > ，选控制增益 0d = ，则非耗散耦合网络式(1)
在控制律式 (4)作用下在 ( )ts 取得同步的条件为

1 2 1min( / , / )i N ic α λ α λ< 。 
证明  当 1 2 1min( / , / )i N ic α λ α λ< , 0d = 时，总有

1 1( , ) ( , )N Nc cd c cd c cλ λ λ λ+ + = 1 2( , )i iα α⊆ ，由同步

化区域定义及文献[3,11,13-16]，受控网络式(5)在
( )ts 取得同步。                           证毕  

注释 7  定理 2 表明，当孤立同步化区域包含

原点时，非耗散耦合网络可以通过耦合强度的缩放

实现同步，此时控制律式(4)退化为 

( ) ( ),  1,2, ,i it ck t i N= − =u s "Γ      (10) 

控制律式(10)施加于网络之后，受控网络从形式上

看相当于耗散耦合网络，但由注释 3 分析可知，它

并不是耗散耦合网络。另外这种情况下网络参数对

同步能力的影响与耗散耦合网络也是不同的。 
以下再考虑定理 1 中 iS 为无限区间的情况。 
推论 1  若 2( , )i iS Sα∃ = −∞ ⊆ , 2iα−∞ < <  

∞，则网络式(1)总可在控制律式(4)作用下在 ( )ts 取

得同步，控制增益 2 1( , / )id cα λ∈ −∞ − 。 
证明  显然 1iα = −∞ ，因 1, , Nc λ λ 为有限值，

总有 1 2 1 2( ) ( )N i i ic λ λ α α α− < − = − −∞ = ∞成立使

定理 1 条件满足，由定理 1 可知推论 1 结论成立，

控 制 增 益 1 2 1 2( / , / ) ( , /i N i id c c cα λ α λ α∈ − − = −∞  

1)λ− 。                                   证毕 
注释 8  推论 1 表明，当网络包含 2( , )α−∞ 型孤

立同步化区域时，其中 2α−∞ < <∞，非耗散耦合

网络总能通过控制取得同步，控制增益最小幅值取

决于耦合强度及外耦合矩阵最大特征值。 
推论 2  若 1( , )i iS Sα∃ = ∞ ⊆ , 1iα−∞ < <∞，

则网络式(1)总可在控制律式(4)作用下在 ( )ts 取得

同步，控制增益 1( / , )i Nd cα λ∈ − ∞ 。 
证明  因 2iα = ∞，与推论 1 证明过程类似，

可知推论 2 成立。                         证毕 
注释 9  推论 2 表明，当网络包含 1( , )α ∞ 型孤

立同步化区域时，其中 1α−∞ < <∞，非耗散耦合

网络总能通过控制取得同步，控制增益最小幅值取

决于耦合强度及外耦合矩阵最小特征值。 

4  仿真分析 

已知 Lorenz 系统[23]节点动力学方程为 

1 1 2

2 1 2 1 3

3 3 1 2

  10 +10

28

8/3

i i i

i i i i i

i i i i

x x x

x x x x x

x x x x

⎡ ⎤⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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该系统的混沌轨道见图 1。 利用 Lorenz 系统构成

20 节点非耗散耦合小世界网络[24]见图 2。 

设内耦合矩阵为 

0.4

0.4

0.05

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

Γ  

 

图 1 Lorenz 振子 1 3i ix x− 相轨迹曲线图 

 

图 2 网络拓扑结构 

已知同步化区域 ( 52, 24)S = − − ，外耦合矩阵特征值

2.8602Nλ = − , 1 4.1096λ = 。 
选 0.1c = , 500d = − 时网络同步曲线如图 3所

示，选 1c = , 38d = − 时网络同步曲线如图 4 所示，

选 4c = , 10.13d = − 时网络同步曲线如图 5 所示，

选 10c = , 4d = − 时网络同步曲线如图 6 所示。 
由同步化区域范围可知，本例中 0 S∉ 。根据定

理 1，耦合强度 0.1c = 时控制增益范围为( 517.198,−  

244.1096)− ，耦合强度 1c = 时控制增益范围为

( 49.1398, 28.1096)− − ，耦合强度 4c = 时控制增益范

围为 ( 10.1398, 10.1096)− − ，耦合强度 10c = 时控制

增益范围为∅。图 3~图 5 中，控制增益选在范围之

内，网络都取得了同步，而图 6 由于 10c = 时定理 1
条件不能满足，网络不能同步。从所计算的控制增 

 

图 3 网络同步曲线( 0.1c = , 500d = − ) 

益范围可以看出，当耦合强度较小即 0.1c = 时，控

制增益的绝对值比较大，为 350 左右，而随着耦合

强度从 0.1c = 增大到 1c = 再增大到 4c = ，控制增

益的绝对值也从 350 左右减小到 35 左右再减小到

10 左右，由此说明随着耦合强度的增大，网络实现

同步控制所需要的控制增益绝对值越来越小。在

4c = 时，控制增益范围比较小，这种情况下受控网

络同步过程较慢(见图 5)。 

5  结论 

非耗散耦合网络在现实中普遍存在，但其同步 

 

图 4 网络同步曲线( 1c = , 38d = − ) 



726                                         电 子 与 信 息 学 报                                     第 34 卷 

 

图 5 网络同步曲线( 4c = , 10.13d = − )                       图 6 网络同步曲线( 10c = , 4d = − ) 

问题的报道并不多见。从本文分析可知，非耗散耦

合网络不能自同步，其同步能力要从受控同步的角

度进行分析，这一点恰是非耗散耦合网络同步问题

的特殊性。本文研究了非耗散耦合网络“在内耦合

形反馈控制意义下的”同步能力。研究发现，非耗

散耦合网络的受控同步能力与耗散耦合网络的自同

步能力不同，耦合强度越小，网络通过控制取得同

步的可能性越大，但在同步化区域不包含原点的情

况下所需要的控制增益绝对值也越大。此外，外耦

合矩阵最大最小特征值之差越小，网络受控同步能

力越强，这一点与 I 型及 II 型耗散耦合网络 [13 16]− 的

自同步能力规律也是不同的。非耗散耦合网络与耗

散耦合网络同步能力上的差异源于外耦合矩阵特征

值的分布规律，正如引理 1 所述，非耗散耦合网络

外耦合矩阵的特征值分布在原点两侧，不象耗散耦

合网络那样分布在原点及负实轴上，所以网络同步

能力对外耦合矩阵最大最小特征值及耦合强度的依

赖性不同。本文研究结论对于非耗散耦合网络的构

建具有参考意义，该结论指明，如何选择网络参数

可使网络所需同步控制增益幅值更小、能耗更低，

可使网络更容易通过控制取得同步。 
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