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未知信源数目的 DOA 估计方法 
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摘  要：针对信源数目未知情况下的 DOA 估计问题，该文提出了两种基于稀疏表示的 DOA 估计方法。一种是基

于阵列协方差矩阵特征向量稀疏表示的 DOA 估计方法，首先证明了阵列协方差矩阵的 大特征向量是所有信号导

向矢量的线性组合，然后利用阵列协方差矩阵的 大特征向量建立稀疏模型进行 DOA 估计；另一种是基于阵列协

方差矩阵高阶幂稀疏表示的 DOA 估计方法，根据信号特征值大于噪声特征值的特性，通过对协方差矩阵的高阶幂

逼近信号子空间，利用协方差矩阵的高阶幂的列向量建立 DOA 估计的稀疏模型进行 DOA 估计。理论分析和仿真

实验验证，两种方法都不需要进行信号源数目的估计，具有较高的精度、较好的分辨力，对相干信号也具有优越的

适应能力。 
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Abstract: Two novel DOA (Direction Of Arrival) estimation methods are proposed using sparse representation 

when the signal number is unknown. One is the method using sparse representation based on the eigenvector of 

covariance matrix. The biggest eigenvector of covariance matrix is proved to be the linear combination of all steer 

vectors and is extracted to build sparse representation model for DOA estimation. The other is the method using 

sparse representation of high-order power of covariance Matrix. This method approximates the signal sub-space 

through the high order power of the spatial covariance matrix on the basic of signal eigenvalue being larger than 

noise eigenvalue. Then the column vector of high order power of the spatial covariance matrix is extracted to 

construct the sparse representation model for DOA estimation. The theoretical analysis and experimental results 

show the two methods have a better performance than the MUSIC algorithm in the aspects of accuracy, resolution 

and adaptability to coherent signals without estimating the number of signals. 

Key words: Signal processing; Direction Of Arrival (DOA); Sparse representation; High Order Power (HOP); 
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1  引言  

在现代电子战信号环境中，由于信号密度大，

信号形式复杂，使得电子侦察中的信号处理任务越

来越困难。对无线电测向提出了高精度、高分辨率、

解相干信号等方面的要求。 经典的波达方向(DOA)
估计方法是利用波束在空间扫描来确定目标的方

向，但是它无法分辨两个很近的空间信号。以

MUSIC(MUltiple SIgnal Classification)[1]算法为代

表的空间谱估计方法突破了瑞利限，可以达到很高
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的精度。该类算法一般要求信源数目精确已知，当

估计的信源数与真实信源数不一致时，会对信源方

位的估计产生严重影响。同时在存在相干信号时，

其性能严重下降，虽然可以通过空间平滑的方法进

行解相干，但是阵列孔径损失严重。 
信号稀疏分解作为一种新出现的信号分析思

想，可以得到信号的一个非常简洁的表达(即稀疏表

示：sparse representation)，已经在诸多应用领域体

现出其优势 [2 5]− 。阵列信号的空间谱并不是连续的，

也就是说仅仅存在少数几个非零值分别代表着相应

的空间方位。空间信号的这种稀疏特性，决定了我

们可以用稀疏分解的方法进行DOA估计。利用稀疏

分 解 的 方 法 进 行 D O A 估 计 具 有 以 下 的 优 
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点 [6 10]− ：(1)具有很高的分辨率和估计精度；(2)不需

要进行任何预处理，可以直接应用到相干信号上来；

(3)对初始值的选择不是很敏感。利用快拍数据的稀

疏分解进行DOA估计容易受到噪声的影响。

Malioutov等人[10]提出了 1 -SVDl ( 1l  norm Singular 
Value Decomposition )的方法进行DOA估计，即对

阵列接收数据进行奇异值分解(SVD)，然后利用 1l 范

数约束求解稀疏解得到目标的估计值。 1 -SVDl 方法

克服了快拍数据稀疏分解容易受到信号噪声影响的

缺点，但是该方法需要已知信源数，当信源数过估

计时，性能严重下降。 
针对以上问题，本文提出了两种不需要估计信

源数目的DOA估计方法。一种基于特征向量稀疏分

解(Eigen Vector Sparse Decomposition, EV-SD )的
DOA估计方法，采用协方差矩阵 大特征值对应的

特征向量来代替阵列快拍数据作为稀疏分解向量，

可以有效减少噪声及信号幅度跳变的影响，和

1 -SVDl 算法相比不需要估计信源数目，增强了算法

的鲁棒性。另一种基于协方差矩阵高阶幂稀疏分解

(High Order Power Sparse Decomposition, HOP- 
SD)的DOA估计方法。首先证明了阵列接收数据的

协方差矩阵的高阶幂的列向量是所有信号方向矢量

的线性组合，因此可以利用其列向量的组合建立

DOA估计的稀疏模型。该方法避免了估计信号源数

目和特征值分解。 

2  数学模型 

2.1 阵列信号的数学模型 
假设来波方向为 iθ ( 1, ,i p= )的 p 个远场信号

入射到 M 元天线阵列，t 时刻第 l 个阵元的接收信号

为 
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liτ 为第 l 阵元相对参考阵元的延迟，写成矢量

形式为 
( ) ( ) ( ) ( )t t tθ= +Y A S N          (2) 

式中 ( )tY 为 t 时刻采集的 1M × 维的阵列快拍数据

矢量； ( )θA 为M p× 维的阵列导向矢量矩阵， ( )θ =A  

1 2[ ( ), ( ), , ( )]pθ θ θa a a ; ( )tS 为 t 时刻的 1p× 维的空

间信号矢量； ( )tN 为 1M × 维的阵列噪声数据矢量；
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式中 lr ( 1,2, ,l M= )为阵列参考点和阵元n 距离，

lγ ( 1,2, ,l M= )为阵元 l 相对参考点的极坐标角

度，c 为电磁波传播的速度。 
2.2 基于稀疏表示的 DOA 估计模型 

稀疏表示进行 DOA 估计的主要思想是将信号

的阵列流型矩阵扩展成一个过完备的冗余字典D，

它包含了所有可能的源位置信息。令 1{ ,θ=θ  

2, , }Nθ θ 代表所有可能的源位置的一个采样集合，

nθ 代表信号的到达角度(DOA)，方向矩阵A可扩展

成如下的过完备字典： 

1[ ( ), , ( )]Nθ θ=D α α            (4) 

定义 N×1 的信号向量 1 2{ , , , }Nh h h=h ，当且

仅当源信号位于角度 nθ 处， nh 有非零值，其他分量

均为零，可以得到 DOA 估计的稀疏模型： 
= +Y Dh N                  (5) 

利用基追踪(Basic Pursuit, BP)[11]等稀疏分解

算法求得h，根据h中非零元素的位置可以得到信号

的DOA。直接利用式(5)进行稀疏分解进行DOA估

计，容易受到噪声的影响。文献[10]提出 1 -SVDl 的

方法进行DOA估计。即对式(2)阵列的接收数据采集

多个快拍，然后对这些快拍数据进行奇异值分解，

取其中的 p 个较大奇异值对应的奇异向量的线性组

合作为式(5)待分解的向量Y 。 

3  未知信源数下的 DOA 估计方法 

3.1 基于阵列协方差矩阵特征向量稀疏分解的 DOA
估计方法(EV - SD算法) 

1 -SVDl 方法需要估计信号源的数目，本文利

用多快拍数据估计阵列输出的协方差矩阵，然后对

协方差矩阵作特征值分解，利用 大特征值对应的

特征向量作为待分解的数据向量，来实现 DOA 估

计，避免了估计信源数目。 
多采样信号可以表示成如下形式： 

( )( ) ( ),  { ,2 , , }s s st t t t T T LT= + =Y AX N   (6) 

利用 L 个快拍数据得到阵列的协方差矩阵估计

值。 

H1
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对R做特征值分解得 

H
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M
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i

λ
=
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如果信号协方差矩阵的秩为 ( )K K p≤ ，假设噪

声协方差矩阵 NR 为满秩矩阵，则有如下线性关 
系[12]： 

1

( ) ( )
p

N k i k
i

iθ
=

= ∑R e a x           (9) 
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其中1 k K≤ ≤ , ke 为特征矢量， ( )kx i 为线性组合因

子。当噪声协方差矩阵为理想白噪声时，式(9)即简

化为 

1

( ) ( )
p

k i k
i

iθ
=

= ∑e a x             (10) 

式(10)说明无论信号源是否相干， 大特征值

对应的特征矢量是各信号源方向矢量的一个线性组

合。令协方差矩阵的 大特征值为 maxe ，则 

max
1

( ) ( )
p

i
i

iθ
=

= ∑e a x            (11) 

参照式(4)对 ( )iθa 进行扩展，形成冗余字典D，

得到特征向量的稀疏模型： 

max =e Dh              (12) 

对式(12)进行稀疏分解得到h , h 中非零元素

的位置就代表了空间目标的方位信息。不同于基于

快拍数据稀疏分解的 DOA 估计方法，特征值分解

减弱了噪声的影响，而选取 大特征值对应的特征

向量进一步减弱了噪声的影响，因此本文方法在低

信噪比情况下鲁棒性较好。 
3.2 基于阵列协方差矩阵高阶幂稀疏分解的 DOA

估计方法(HOP - SD 算法) 
EV-SD方法虽然不需要估计信号源的数目，但

是计算过程中的特征值分解计算量较大。因此本文

提出一种不需要特征值分解和估计信号源数目的

DOA 估计方法。对阵列协方差矩阵 R 做特征值分

解： 

H 2 H

1 1

H H  

p M

i i i N i i
i i p

s s s N N

λ δ
= = +

= +

= +

∑ ∑R e e e e

U U U UΣ Σ N       (13) 

式中 sΣ 为大特征值组成的对角阵， NΣ 为小特征值

组成的对角阵。 sU = 1 2[ , , , ]pe e e 为大特征值对应的

信号子空间， NU = 1[ , , ]p M+e e 为小特征值对应的噪

声子空间(信号为独立信号时，p 为信号个数；存在

相干信号时，p 为协方差矩阵的秩)。由式(13)可得 
H Hm

s s s N N N= +R U U U UΛ Λ        (14) 

其中 1diag{ , , }m m
s pλ λ=Λ , 2 2= diag{ , , }N N Nδ δΛ 。

由于 2
1 2
m m m

p Nλ λ λ δ≥ ≥ ≥ ，因此在 m 趋近于无

穷大时，式(14)的后一项可以忽略不计。即 
Hlim m

s s s
m→∞

≈R U UΛ           (15) 

实际应用时，在一定信噪比条件下，m 取有限

整数就能获得很好的收敛性能。令 1 2[ , , ,m =R r r  
]Mr , mr 为 1M × 维的列向量。根据式(15)，则 
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H H
1 1 1 2 2 2
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λ
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r e e e e
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其中( )ii 表示取向量的第 i 个元素。从式(16)可以看

出， ir 是所有大特征向量的线性组合。将协方差矩

阵高阶幂的所有列向量相加，形成一个新的向量： 

1 1 2 2
1

M

i p p
i

f f f
=

= = ⋅ + ⋅ + + ⋅∑b r e e e    (17) 

其中 if ( 1,2, ,i p= )代表组合系数。式(10)说明无论

信号源是否相干，大特征值对应的特征矢量是所有

信号方向矢量的一个线性组合。由式(17)和式(10)
可知，协方差矩阵高阶幂的所有列向量的和向量b
是所有信号方向矢量的一个线性组合。即 

=b Ah                (18) 

参照式(4)对 ( )iθa 进行扩展，形成冗余字典D，

得到特征向量的稀疏模型为 
=b Dh                (19) 

对式(19)进行稀疏分解得到h , h 中非零元素

的位置就代表了空间目标的方位信息。不同于

1 -SVDl 方法，本文提出的 HOP-SD 算法不需要特征

值分解，计算量较小。同时不需要估计信号源的数

目，增强了算法的鲁棒性。 
3.3 稀疏正则化方法 

由式(12)或式(19)求得h 的过程实际上是一个

反问题，反问题的特点亦为其难点就是：它们在

Hadamard 定义下是不适定的，即在反问题中我们

不能完全保证解的存在性、唯一性和稳定性。通常

利用正则化方法解决此类问题。尽可能地保证近似

解的稳定性的基础上，保留解的尽可能多的信息。

由于信号的稀疏特性，使得我们可以找到充分稀疏

的唯一解，而且通过这个稀疏扩展就可以精确重构

原信号[13,14]。 
找到 好的、也就是 稀疏的信号表示，等同

于解决下述问题： 

0min    

s.t.   

⎫⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

h

b Dh
            (20) 

其中 0h 是序列h 中非零项的个数。从一个随机冗

余字典中寻找信号的稀疏扩展是一个 NP 难问题，

为解决这一难点，Chen 等人[11]将其转化为解决下述

稍有差别的问题： 

1min  

s.t.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

h

Dh
              (21) 

当上述模型含有噪声时，式(21)的约束条件不

再适用，问题转化为 小化目标函数： 

2 1min λ− +b Dh h           (22) 

目标函数中前一项反映失配程度，后一项反映

稀疏性要求，λ为正则化参数。由于h 是复数，它

的 1l 范数为 

2 2
1

1

Re( ( )) Im( ( ))
N

i

i i
=

= +∑h h h      (23) 
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可以发现式(23)的两边平方仍不能消除平方根

项，直接导致我们不能使用二次规划的方式 小化

目标函数。为了解决这个问题，我们采用二阶锥规

划的方法，其转化形式为 

2

min  +

s.t.   = 

Re( ( )), Im( ( )) , {1,2, , }i

s t

s

i i t i N

λ ⎫⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎬< ⎪⎪⎪⎪⎪< ∈ ⎪⎪⎭

Z b Dh

Z

h h

            

1

  (24) 

利用内点法可以有效解决上述优化问题，得到

式(19)中稀疏分解的系数，进而根据非零元素的位

置求得信源的DOA估计值。式(22)或式(24)的求解

需要参数λ的值，λ的取值不同，所得估值可能不

同。故估计式(22)的关键是如何选择合适的参数λ。
L-曲线法是较成熟的方法，以对数 1lgμ = h 为横坐

标， 2lgv = −Dh b 为纵坐标，并以正则化参数λ为
参变量得到类似于“L”形状的拟合曲线图，即

1 2( , ) (lg , lg )vμ = −h Dh b 。“L”曲线上曲率 大的

那点对应的λ值是L-曲线的 优值。图1为式(24)的
“L”曲线，根据图1中曲率 大的点可以得到 优的

正则化参数λ=0.26。在下文的仿真实验中，正则化

参数为0.26。 

4  实验及性能分析 

实验 1  HOP-SD 算法中幂指数的选取 
HOP-SD 算法利用阵列协方差矩阵的高阶幂提

取信号子空间作为特征分解的向量，理论上幂指数

趋近于无穷大才能收敛到信号子空间，为了分析幂

指数 m 对算法的性能影响，做如下实验：假设来波

方向在 0~180°内随机产生的 2 个独立信号入射到 5
元均匀线阵上，阵元间距为半波长，分别采用不同

的幂指数计算 DOA 估计的均方根误差随信噪比变

化曲线，每个信噪比下进行 1000 次独立实验(如图 2
所示)。 

从图 2 可以看出，在较低信噪比(-10 dB)的情

况下，较小的幂指数不能使算法收敛到令人满意的

程度，均方根误差达到 2.2°。随着幂指数的增大，

算法逐渐收敛，幂指数大于等于 5 时，收敛效果较

好，估计的均方根误差小于 1°。因此实际应用时，

幂指数 m 取有限整数就能获得很好的收敛性能。下

文的仿真实验中，m=5。 

实验 2  对独立信号的分辨率和估计精度 

为了验证算法对两个间隔很近信号的分辨能

力，作如下定义：如果对两个信号的估计误差在 1°
以内，则认为能成功分辨，否则不能分辨。在信噪

比 15 dB 下，2 个独立信号入射到 5 元均匀线阵上，

阵元间距为半波长。图 3 是不同角度间隔下的分辨

概率。每个角度间隔下进行 1000 次独立实验。图 4
是不同信噪比下的均方根误差，信号的来波方向在

0~180°内随机产生，每个信噪比下进行 1000 次独

立实验。 
从图 3 可以看出，本文提出的 HOP-SD 和 EV- 

SD 算法对非相干信号具有较高的分辨率，能分辨出

很近的两个信号，分辨性能明显优于 MUSIC 算法。

在低信噪比下 EV-SD 算法稍优于 HOP-SD 算法。

从图 4 可以看出，本文提出的方法具有较高的估计

精度。在信噪比为-10 dB 时，均方根误差小于 1°，
和 1 -SVDl 方法接近，优于 MUSIC 算法。 

实验 3  相干信号的分辨率和估计精度 
在信噪比 15 dB 下，2 个相干信号入射到 5 元

均匀线阵上，阵元间距为半波长。图 5 是不同角度

间隔下的分辨概率。每个角度间隔下进行 1000 次独

立实验。图 6 是不同信噪比下的均方根误差，信号

的来波方向在 0~180°内随机产生，每个信噪比下进

行 1000 次独立实验。 

从图 5 可以看出，本文提出的 HOP-SD 和

EV-SD 算法对相干信号同样具有较高的分辨率，能

分辨出很近的两个信号，在低信噪比下 EV-SD 算法

稍优于 HOP-SD 算法。而 MUSIC 算法在相干信号

存在的情况下，分辨性能严重下降。从图 6 可以看

出，本文方法对相干信号同样具有较高的估计精度。 

 

图 1 L 曲线图                      图 2 不同幂指数下的均方                 图 3 不同角度间隔下的 

根误差随信噪比变化曲线                   分辨概率(非相干信号) 
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图 4 不同信噪比下的                     图 5 不同角度间隔下                    图 6 不同信噪比下的 

均方根误差(非相干信号)                   的分辨概率(相干信号)                   均方根误差(相干信号) 

在信噪比为-10 dB 时，均方根误差小于 1°。而

MUSIC 算法在存在相干信号时，性能严重下降。 
实验 4  信号源过估计和欠估计时性能 

假设来波方向在0~180°内随机产生的2个独立

信号入射到 5 元均匀线阵上，阵元间距为半波长，

分别采用 1 -SVDl 算法和本文方法计算 DOA 估计的

均方根误差随信噪比变化曲线，每个信噪比下进行

1000 次独立实验。图 7 是信源过估计时的估计精度

比较，图 8 是信源欠估计时的估计精度比较。 

从图 7 可以看出：当信源过估计时， 1 -SVDl 算

法的估计精度严重下降，而本文提出的 HOP-SD 和

EV-SD 算法不受信源数估计正确与否的影响，不受

其影响。从图 8 可以看出，信源数欠估计时，对

1 -SVDl 算法和本文方法的影响并不大。这主要是因 

为，信源数欠估计时， 1 -SVDl 算法作为稀疏分解的 
奇异向量，仍然包含在信号子空间中，并且含有所

有信号方向矢量的成分(证明参考式(10))。 

5  结论 

论文研究了两种基于稀疏分解的 DOA 估计方

法，理论分析和仿真实验结果验证所提算法具有很

高的分辨率和估计精度，同时能够适用于相干信号，

不同于 1 -SVDl 方法，本文提出的方法不需要估计信

号源的数目，增强了算法的鲁棒性。其中， EV-SD
算法的分辨能力和估计精度在低信噪比下稍优于

HOP-SD 算法。冗余字典的构造和快速高效的稀疏

分解算法是稀疏分解在 DOA 应用中的难点和关键，

目前适用于多维 DOA 估计的冗余字典的构造正在

深入研究之中。 

 

图 7 信源过估计时的均方根误差                      图 8 信源欠估计时的均方根误差 
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