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基于空频域稀疏表示的宽频段 DOA 估计 
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摘  要：该文提出一种基于空频域稀疏表示的宽频段波达方向(DOA)估计方法，解决稀疏表示方法在宽带接收机

对窄带信号的频率和角度估计中的难题。用空间频率代替频率和方位角的 2 维组合构建过完备字典，字典的长度

仅相当于窄带信号DOA估计的字典长度，却能覆盖整个无模糊频段，大大降低了稀疏分解的计算量。该方法首先

在频域估计信号的准确频率，根据频域峰值的位置构建频域峰值协方差矩阵。对频域峰值协方差矩阵进行特征分解，

利用主特征向量建立稀疏模型估计信号的DOA。算法在低信噪比下具有较高的估计精度，仿真实验和分析验证了

该文方法的正确性和有效性。 
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Broadband DOA Estimation Based on Sparse  
Representation in Spatial Frequency Domain 
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Abstract: A novel wide-band Direction-Of-Arrival (DOA) estimation method based on space-frequency sparse 

representation is proposed to estimate the frequency and DOA of narrow band signal with a wide band receiver. 

The over-complete dictionary is constructed by using space-frequency to replace the 2D combination of frequency 

and azimuth. Although the length of constructed dictionary equates to the length of narrow signal DOA 

estimation’s dictionary, it could cover the whole unambiguous frequency. The precise frequency of signal is 

estimated through frequency spectral searching, and the frequency covariance matrix is constructed based on the 

position of frequency spectral peak. Then DOA can be obtained using the sparse representation of the large 

eigenvectors, which are coming form the frequency peak covariance matrix’s Eigenvalue Decomposition (ED). The 

proposed method has a higher precision in the low Signal to Noise Ratio (SNR), and the number estimated can be 

much more than the array numbers. The experiment results indicate that the proposed method is correct and 

effective to estimate the frequency and DOA of narrow signal for wide-band receiver.  

Key words: Signal processing; Direction Of Arrival (DOA); Spatial frequency; Sparse representation; Neural 

network; Broadband  

1  引言  

在现代电子战信号环境中，由于信号密度大，

信号形势复杂，使得电子侦察中的信号处理任务越

来越困难。实际的测向装备，特别是无线电通信测

向面临的是一个很宽的频段(如频率范围在 30~3000 
MHz)。为了提高测向的搜索速度，测向接收机的瞬

时带宽朝着宽带的趋势发展，可以达到几十 MHz，
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甚至上百 MHz。在如此宽的瞬时带宽内，必然包含

了很多不同频率的多种信号，如何对这些信号的方

向进行实时、高精度的估计是一个巨大的挑战。直

接利用传统的高分辨率测向算法如多重信号分类 

法[1](MUltiple Signal Classification, MUSIC)将会产

生严重的估计误差，且无法获得信号的准确频率[2]。

并且 MUSIC 算法不能直接对相干信号进行处理，

利用空间平滑的方法解相干将损失一定的阵列孔

径。利用稀疏分解的方法进行 DOA 估计具有很高

的分辨率，不需要进行任何预处理，可以直接应用

到相干信号上来，得到了国内外学者的广泛关 
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注 [3 6]− 。但是在进行宽频度 DOA 估计时字典的构造

是一个难题，Malioutov 等[5]提出了根据频率和方位

角的组合构建联合字典的方法。随着频段的展宽，

用于稀疏表示的过完备字典的长度随之增加。一方

面，稀疏分解的计算量将随着字典的长度指数倍的

增长[7]；另一方面，在宽频段的范围内很难保证过完

备字典没有相同的元素，当存在相同或者相近的元

素时，字典的相关系数接近于 1，稀疏分解的精度

急剧下降[8]；另外，该方法能分辨的信号数目受到阵

元数目的限制。 
针对以上问题，本文引入空间频率的概念，将

频率和方位角的 2 维空间降为空间角的 1 维空间。

利用空间角构建稀疏表示的过完备字典，字典长度

大大降低，减少了稀疏分解的计算量。为了提高算

法在低信噪比的性能，摒弃了常用的在时域或频域

的稀疏模型，对频域峰值协方差矩阵进行特征分解，

利用主特征向量建立稀疏模型进行 DOA 估计。算

法从频域对信号的频域分布进行了预估计和分离，

估计的信号数目能远大于阵元数目。 

2  数学模型 

2.1 阵列信号的数学模型 
假设 p 个远场信号入射到阵元间距为 r 的 M 元

均匀线阵上。第 i 个信号的方位角为 iθ ，信号频率

为 if 。M 个阵元接收到的信号写成一个矢量，可表

示为 
( , )f θ= +X A S N            (1) 

其中 ( , )f θA 是阵列流型矩阵， ( ) 1 2[ ( ), ( ),t s f s f=S  
T, ( )]ps f 为空间信号矢量，噪声矩阵 ( )tN 是独立于

信号的白高斯过程。阵列流型为 

1 1( , ) [ ( , ), , ( , )]p pA f f fθ θ θ= α α       (2) 

其中第 i 个导向矢量为 
T2 2

cos ( 1) cos
( , ) 1, , , ,

              1,2, ,

i i
i i

f f
j r j M r
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i if e e

i p

π π
θ θ

θ
− − −⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
=

α

  (3) 

c 为电磁波传播的速度。 
对于具有相同频率的多个窄带信号 if = 2f =  

pf , 信号的阵列模型与式(1)描述相同。常规的测向

方法多建立在测向接收机是窄带接收机的基础上，

接收的信号可以看作是在中心频率附近很窄的频率

范围内，因此这些算法可以直接运用。而宽带测向

接收机具有很宽的瞬时测向带宽，在一帧的采样数

据内，可能包含多个窄带信号或者宽带信号。

MUSIC 等算法处理起来难度就大大增加了，需要将

整个宽频段划分为若干个窄带子频段，然后进行处

理。这样在每个子频段需要根据中心频率的不同分

别建立方向矢量，大大增加了存储的空间和计算量。

同时该方法不能直接对相干信号进行处理，而利用

空间平滑的方法解相干又将损失一定的阵列孔径。 
2.2 基于稀疏表示的 DOA 估计模型 

Malioutov[5]提出了一种利用信号稀疏表示进行

DOA 估计的方法。其主要思想是将信号的阵列流型

矩阵扩展成一个过完备的冗余字典D，它包含了所

有可能的源位置信息。令 1 2{ , , , }Nθ θ θ=θ 代表所有

可能的源位置的一个采样集合， nθ 代表信号的到达

角度(DOA)，方向矩阵A可扩展成如下的过完备字

典： 

1[ ( , ), , ( , )]Nf fθ θ=D α α         (4) 

定义 N×1 的信号向量 1 2{ , , , }Nh h h=H ，当且

仅当源信号位于角度 nθ 处， nh 有非零值，其他分量

均为零，可以得到 DOA 估计的稀疏模型为 
=X DH                     (5) 

然后利用基追踪(Basic Pursuit, BP)[9]等稀疏分

解算法求得H，根据H中非零元素的位置可以得到

信号的 DOA。为了进行宽频段 DOA 估计， 
Malioutov[5]根据宽带范围内若干个频率点的导向矢

量矩阵分别建立子字典，然后根据把这些子字典组

合成一个新的字典。 
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从式(6)可以看出，随着频段的展宽，字典的长

度极剧增长，稀疏分解的计算量也指数倍的增长。

考虑同子字典中的两个元素 ( , )i if θa 、 ( , )k kf θa ，当

sin( )i if θ = sin( )k kf θ 时， ( , ) ( , )i i k kf fθ θ=a a 。此时，

字典的相干度为 1，稀疏分解的精度将很难保证[8]。 

3  基于空间频率稀疏表示的宽频段 DOA 估

计 

3.1 基于空间频率的频域稀疏模型的构建 
对于宽频段的 DOA 估计，简单高效的冗余字

典构造是一个迫切需要解决的难题。定义空间频率

cos /i if r cη θ= ，则式(3)可表示为 
T2 2 ( 1)( ) 1, , , , 1,2, ,j j Me e i pπη π ηη − − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦α   (7) 

对于均匀线阵为了保证无模糊测向，要求 /if r c  
0.5≤ 。因此空间频率的取值范围为 0.5 η− ≤  
0.5≤ 。根据空间频率的取值范围，设置 N 个采样

点，就可以构建覆盖整个无模糊频段的过完备字典： 
 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Nη η η=D a a a         (8) 

为了对宽频段范围内的多个窄带信号进行
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DOA估计，我们从频域构建DOA估计的稀疏模型。

假设信号与噪声相互独立，中心频率为 f 的阵列协

方差为 
H H 2( ) E{ ( ) ( )}= ( ) ( ) ( )Sf f f f f f δ= +R X X A R A I  (9) 

其中 I为单位矩阵， ( )fSR 是频率为 f 信号的协方差

矩阵。常用的稀疏表示 DOA 估计方法大多是在时

域或频域建立稀疏模型，容易受到噪声的影响。本

文从子空间域建立 DOA 估计的稀疏模型，对 R 做

特征值分解得 

H

1

( )
M

i i i
i

f λ
=

= ∑R e e            (10) 

如果信号协方差矩阵的秩为 K(K p≤ )，噪声协

方差矩阵 2
N δ=R I 为满秩矩阵，则有如下线性关 

系[10]： 

1

( , ) ( )
p

N k i k
i

f h iθ
=

= ∑R e a       (11) 

其中1 k K≤ ≤ , ke 为特征矢量， ( )kh i 为线性组合因

子。由式(11)可知，当噪声协方差矩阵为理想白噪

声时，式(11)即简化为 

1

( ) ( )
p

k i k
i

h iθ
=

= ∑e a          (12) 

式(12)说明无论信号源是否相干，大特征值对

应的特征矢量是各信号源方向矢量的一个线性组

合。令协方差矩阵的 大特征值为 maxe ，则 

max
1

( , ) ( ) ( )
p

i
i

f h i fθ
=

= =∑e a A H       (13) 

根据式(8)的过完备字典，构建式(13)的稀疏模

型。 
 max =e DH               (14) 

其中 1 2{ , , , }Nh h h=H 为 N×1 的信号向量，当且仅

当源信号的空间频率位于 nη 处， nh 有非零值，其他

分量均为零。对式(14)进行稀疏分解得到H , H 中

非零元素的位置就代表了空间目标的空间频率信

息。不同于基于快拍数据稀疏分解的 DOA 估计方

法，特征值分解减弱了噪声的影响，而选取 大特

征值对应的特征向量进一步减弱了噪声的影响，因

此本文方法在低信噪比情况下鲁棒性较好。 
3.2 基于频域峰值协方差矩阵的频率和角度估计方

法 
宽带接收机采集的一帧数据中，可能包含多个

不同频率点的窄带信号。首先需要对不同频点上的

窄带信号进行分离。如果利用等分的方法将宽频段

分成若干子频段再针对每个子频段进行处理，将会

对没有信号的子频段进行运算，白白增加了计算复

杂度。因此本文根据信号在频域的分布特点，自适

应地进行信号的分离，然后针对有信号的频点建立

模型进行 DOA 估计。具体算法步骤如下： 
步骤 1  宽频段内窄带信号频率估计和分离 
首先对阵列接收数据进行傅里叶变换，即对各

通道的接收数据分别做 N 点 FFT；其次，测频并获

取频域样本，对任一通道 FFT 后的结果进行谱峰搜

索，并记录谱峰值和相应的频点坐标 kf ，其它通道

根据频点坐标取出相应位置的频域复数值构成相应

的数据矢量 ( )kny ，称为频域快拍矢量。 
( ) ( ) ( ) ( )k k k kn n n n= +y A S W       (15) 

其中 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]k k k p kn s n s n s n=S 为p个信号在频

域 kn 的 输 出 矢 量 。 1 2( ) [ ( ), ( ), ,k k kn w n w n=W  
( )]M kw n 为噪声在频域 kn 的输出矢量。 
步骤 2  基于频域峰值协方差矩阵特征向量的

稀疏 DOA 估计模型 
对式(15)中的频域峰值快拍矢量求协方差矩

阵： 
H( ) E{ ( ) ( )}k k kn n n=R y y         (16) 

对式(16)进行特征值分解： 

H

1

( )
M

k i i i
i

n λ
=

= ∑R e e              (17) 

利用其 大的特征向量e，根据 3.1 节的变换构

建 DOA 估计的稀疏表示模型： 
=e DH                     (18) 

其中D是利用空间频率构建的过完备字典。 
步骤 3  窄带多信号频率和 DOA 的估计 
对式(18)进行稀疏分解，得到频域 kn 处信号对

应的空间频率 1 2[ , , , ]pη η η=η 。其中，p 为频域 kn

处信号的个数。则频率 kn 处的信号的来波方向可以

通过式(19)求得 
arccos( / ),  1,2, ,i i kc n d i pθ η= =      (19) 

重复步骤 1 到步骤 3 就可以得到所有宽频段范

围内所有信号的频率和来波方向。 
3.3 稀疏表示的求解 

求解式(18)是一个稀疏分解的过程，找到 好

的，也就是 稀疏的信号表示，等同于解决下述问

题： 

0min    

s.t.   

⎫⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

H

e DH
            (20) 

其中 0H 是序列H 中非零项的个数。从一个随机冗

余字典中寻找信号的稀疏扩展是一个 NP 难问题，

为解决这一难点，Chen 等人[9]将其转化为解决下述

稍有差别的问题： 

1min    

s.t.    

⎫⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

H

e DH
           (21) 
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当上述模型含有噪声时，式(21)的约束条件不

再适用，问题转化为 小化目标函数： 

2 1min λ− +e DH H            (22) 

目标函数中前一项反映失配程度，后一项反映

稀疏性要求。由于H 是复数，它的 1l 范数为 

2 2
1

1

Re( ( )) Im( ( ))
N

i

i i
=

= +∑H H H    (23) 

可以发现式(23)的两边平方仍不能消除平方根

项，直接导致我们不能使用二次规划的方式 小化

目标函数。为了解决这个问题，我们采用二阶锥规

划的方法，其转化形式为 

 

2

min +

s.t.   = 

Re( ( )), Im( ( )) ,  {1,2, , }i

s t

Z

Z s

i i t i N

λ ⎫⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎬< ⎪⎪⎪⎪⎪< ∈ ⎪⎪⎭

e DH

H H

               

1

 (24) 

利用内点法可以有效解决上述优化问题，得到

式(14)中稀疏分解的系数，进而根据非零元素的位

置求得信源的 DOA 估计值。 

4  性能分析 

本节主要通过理论和仿真实验对算法的性能进

行深入分析，以探讨各种的因素对算法性能的影响。

实验中，仿真某型号测向设备的参数，天线阵列采 

用的是 5 元均匀线阵，阵元间距为 0.6 m，测向接收 

机的瞬时带宽为 40 MHz，接收机的中频为 70 MHz，

采样频率为 92.16 MHz。 

4.1 有效性分析 

假设 9 个窄带信号入射到天线阵列，9 个信号

中有频率重叠的。信噪比为 10 dB, FFT 变换的点

数为 8192 点。表 1 为目标的真实值和估计值；图 1

为频率和 DOA 估计结果。 

 

图 1 宽频段的频率和 DOA 估计结果 

从表 1 和图 1 可以看出，本文方法对宽频段内

的多个信号的频率和 DOA 可以达到很高的估计精

度。频率的估计误差小于 50 kHz，角度的估计误差

在 1°以内。具有优越的工程应用价值。 

表 1 目标的真实值与估计值 

 目标 1 目标 2 目标 3 目标 4 目标 5 目标 6 目标 7 目标 8 目标 9 

真实值 
160 MHz 

120° 

165 MHz

131° 

170 MHz 

82° 

180 MHz 

23° 

180 MHz

46° 

180 MHz 

157° 

190 MHz 

34° 

190 MHz 

142° 

200 MHz 

96° 

估计值 
160.03 MHz 

121° 

165.04 MHz

129.8° 

170.04 MHz 

81.9° 

180.05 MHz

22.7° 

180.05 MHz

46.4° 

180.05 MHz

156.8° 

189.95 MHz 

33.9° 

189.95 MHz 

142.1° 

199.95 MHz

96.1° 

 

表 2 是本文方法和文献[5]方法的性能比较。仿

真环境：Matlab7.5 平台，Pentium 4 处理器，1 G

内存，接收机的瞬时带宽为 40 MHz。文献[5]方法

中，每隔 10 MHz 抽取一个频点建立过完备字典，

字典长度为 1795；本文方法利用空间频率建立字典，

字典长度仅为 201，却能覆盖整个频段。本文方法

的角度和频率估计精度远优于文献[5]的方法，而运

算时间却是后者的三十分之一。 

表 2 算法的性能比较 

算法 
字典 
长度 

计算 

时间(s) 

角度估计均

方根误差 ( )  

频率估计均方

根误差(Hz) 

本文方法  201   0.314 0.3   50 

文献[5]方法 1795 11.6 2.6 2340 

4.2 频率估计误差的影响 

为了降低宽带稀疏分解时字典的长度，引入了

空间频率的概念。定义为 sin /fr cη θ= ，可以理解

为信号频率和阵元位置引起时延的乘积。因此频率

估计的误差会对来波方向的估计精度产生影响。信

号的波达方向和频率存在如下的关系： 

arccos( / )c frθ η=                      (25) 

2 2

d arccos( / )d
d d 1 ( / )

c fd c
f f rf c fr

ηθ η

η
= =

−
 (26) 

从式(26)可以看出，随着频率的升高，测频误

差对 DOA 估计的影响越小。假设有同频相干两个

信号入射到天线阵列，信号的角度在 0°~90°范围内

随机产生，分析频率估计误差对 DOA 估计精度的

影响，图 2 为均方根误差随频率估计误差的变化曲
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线。每个频率估计误差下进行 1000 次独立实验。 
从图 2 可以看出，随频率估计误差的增加，角

度估计误差也随之增加。但是在频率估计误差小于

1 MHz 时，角度估计的均方根误差小于 0.5°。目前

基于 FFT 变换的测频技术在采样点数足够的情况

下，可以保证测频误差只有几 Hz[11]。因此本文提出

的方法可以忽略测频误差的影响。 
4.3 信噪比的影响 

本文提出的方法具有良好的抗噪声干扰能力，

这与算法中采取的两个运算操作有关： 
(1)算法在实现的过程中，利用 N 点 FFT 变换

将信号从时域变换到频域。因为对于信号，该变换

使信号相干积累，而噪声在整个频率均匀分布是非

相干叠加，信噪比提高了 N 倍。 
(2)在构建信号的稀疏模型中，采用的频域峰值

协方差矩阵的 大特征向量。特征值分解减弱了噪

声的影响，而选取 大特征值对应的特征向量进一

步减弱了噪声的影响。 
假设有同频相干两个信号入射到天线阵列，信

号的角度在 0°~90°范围内随机产生，分析信噪比对

DOA 估计精度的影响，图 3 为均方根误差随信噪比

变化关系。每个信噪比下进行 1000 次独立实验。 
从图 3 可以看出，本文方法对噪声具有良好的

抑制能力。在信噪比-10 dB 时，均方根误差达到

0.6°；信噪比大于 0 dB 时，均方根误差小于 0.2°。
算法的良好抗噪声性能与理论分析一致。 
4.4 同频信号功率不一致的影响 

本文方法采用的是频域峰值协方差矩阵的 大

特征向量作为稀疏分解的输入矢量，削弱了噪声的

影响。但是对于同频率的两个信号，信号功率的不

同会对其造成一定的影响。假设有两个同频但功率

不同的信号入射到天线阵列，信号的角度在 0°~90°
范围内随机产生，分析分辨概率同信号功率比之间

关系(如图 4 所示)。每个功率比下进行 1000 次独立

实验。 
从图 4 可以看出，强信号会对弱信号的估计产

生一定的影响，但是这种影响对一般的应用场合影

响不大。在强弱信号功率比小于 200 时，分辨概率

大于 80%，适用于大多数应用场合。对特殊应用场

合，例如强干扰下的微弱信号 DOA 估计，我们采

取了归一化信号子空间的处理方法，将另文讨论。 

5  结束语 

对宽频段范围内的多个窄带信号进行频率和方

位角的估计对于无线电测向特别是通信信号测向具

有十分重要的意义。本文提出一种基于空间频率稀

疏分解的宽频段估计方法。理论分析和仿真实验验

证了本文方法对宽频段内的多个窄带信号可以达到

很高的估计精度。该方法利用空间频率代替频率和

方位角的 2 维组合构建过完备字典，字典的长度仅

相当于窄带信号 DOA 估计的字典长度，却可以覆

盖整个测向频段；利用 FFT 变换和频域峰值协方差

矩阵的特征向量大大降低了噪声的影响，估计的信

号数目能远大于阵元数目。论文主要讨论对宽频度

内的多个窄带信号进行来波方位估计，下一步将对

多个相干或不相干宽带信号进行估计。 

 

图 2 均方根误差随频率估计误差变化关系      图 3 均方根误差随信噪比变化关系       图 4 分辨概率同信号功率比之间关系 
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